Google 


This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 


Google 


IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 


M 


♦ - 



I 


'■'i 


i 
i 


M 
^ 


{-j.iniiüiii 


miiniiiiiii 


■TTT 
i4 



TTl 


LIBKARY^C^^^;/ OF THE 





1 


1 
1- 


--.' Ivf 


.-^:- V*" 


'-'» 



r 






* • . »»i.*. ."r - •x«'^^«. 


i 

r 




-\ 


' i' ! '' ' -: 'i i;ji!.ni{" ' iji i ' ' n ' j 'i i 


5M3IMMS3IEM1 


IIUIIIMIUIIJ^ 



, — ..^ — ...i. n ^ ..^^_, — I ...TITTiiTIii,. ;., ii,,i. 1 -■■.■.:i.,.i.|\:,i:i,,i tu 



^ G{fl 


Lehrbucli 


des 


Rechnens mit imaginären und i(omplexen 

QwdftltS 

Zaiiien. tW 

Mit 221 Erklärungen und 38 in den Text gedruckten Figuren. 

Mit einer 

Sammlung von 269 gelüsten und ungelösten analogen Aufgaben 

nebst den 

Resultaten der nngelösten Aotgaben ond einem FormelTerzelcbnis. 


Für das Selbstudium und zum G-ebrauclie an Lehranstalten 


bearbeitet von 


Richard Krüger. 



5:^W>^„7- 


Stuttgart. 
Verlag von Julius Maier. 

1891. 


Qff9id, R. R. ? 


Druck der Stuttgarter Vereins-Buchdruckerei. 


<" 


Vorwort 


Ziam Verständnis des vorliegenden, das Rechneu mit imaginären und 
komplexen Zahlen behandelnden Werkes ist die Bekanntschaft mit den Elementen 
der Algebra (einschliesslich der Gleichungen vom ersten Grade und der Potenz- 
und Wurzelrechnung), sowie der Planimetrie, der ebenen Trigonometrie (Gonio- 
metrie) und der Logarithmenrechnung erforderlich. 

Nach den Erfahrungen, welche ich mir während einer elfjährigen Thätig- 
keit als Lehrer der Mathematik an technischen Lehranstalten erworben habe, 
bereiten die imaginären und komplexen Zahlen dem Studierenden meistens 
grosse Schwierigkeiten. Da aber die Greläufigkeit im Bechnen mit diesen Zahlen 
das Studium der Integralrechnung, der Auflösung der Gleichungen höheren 
Grades u. s. w. sehr erleichtert, so kann dem Anfänger nidit dringend genug 
empfohlen werden, sich diese Fertigkeit anzueignen, bevor er sich dem Studium 
der höheren Mathematik zuwendet 

Das vorliegende Buch ist dazu bestimmt, den Studierenden mit den wich- 
tigsten Gesetzen und Formeln für das Rechnen mit imaginären und komplexen 
Zahlen und ihren Anwendungen vertraut zu machen. In demselben habe ich 
zunächst den Faktor i erklärt, sodann die Beziehungen zwischen der positiven 
und der negativen imaginären Einheit gezeigt, und darauf die Regeln für das 
Rechnen mit imaginären Zahlen entwickelt Ich bin dann übergegangen zu der 
Erklärung der komplexen Zahlen und habe in dem hierauf folgenden Abschnitte 
das Rechnen mit diesen Zahlen gelehrt. Die sich anschliessende graphische und 
trigonometrische Darstellung der imaginären und komplexen Zahlen bildet die 
Einleitung zum graphischen und trigonometrischen Rechnen. Ich hatte erst die 
Absicht, beide Rechnungsarten in gesonderten Abschnitten zu behandeln, gab 
dies aber auf, weil zahlreiche Wiederholungen notwendig geworden wären ; auch 
erschien mir eine Vereinigung beider Rechnungsarten schon deswegen für vor- 
teilhafter, weil bei den TJebungsaufgaben die eine Methode zur Kontrolle der 
anderen benutzt werden konnte. 

Auf das graphische und trigonometrische Radizieren folgt die Auflösung 
der binomischen Gleichungen, weil die Wurzeln dieser Gleichungen den Werten 
der nten Wurzeln aus + 1 entsprechen. 

Im nächsten Abschnitte habe ich die Beziehungen zwischen den Potenzen 
von Sinus und Cosinus eines Winkels und dem Sinus und Cosinus vom Vielfachen 
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dieses Winkels gezeigt ; ich glaubte sie ia meinem Werke nicht unerörtert lassen 
zu dürfen, weil die sich hieraus ergebenden Formeln für die Integralrechnung 
Bedeutung haben. 

Die wichtige Exponentialreihe und einige ihrer Anwendungen auf die in 
diesem Buche behandelten Probleme bilden das Schlusskapitel. 

Alle Werke, welche ich bei meiner Arbeit benutzt habe, sind im „Litteratur- 
Yerzeichnis" von mir aufgeführt worden. 

Ich bin eifrig bemüht gewesen, die Fragen möglichst leicht verständlich 
zu beantworten, die Gesetze eingehend zu beweisen, die Formeln unter Angabe 
aller in Betracht kommenden Regeln ausfühi*lich zu entwickeln und die Anwendung 
derselben durch zahlreiche, vollständig gelöste üebungsaufgaben genügend zu 
erläutern. Und so gebe ich mich der Hoffnung hin, dass ein grosser Kreis 
junger Mathematiker mein Werk auch ohne weitere Anleitung wü'd mit Nutzen 
studieren können. 

Möge meine Arbeit beim Publikum und bei der Kritik eine wohlwollende 
Aufnahme finden und Gutes stiften! 

Schliesslich halte ich es für meine Pflicht, an dieser Stelle meinem Henii 
Verleger für die gute Ausstattung dieses Buches und Herrn Dr. phiL A. Klej'^er 
für seine freundliche Unterstützung meinen verbindlichsten Dank auszusprechen. 

Ottweiler, im April 1891. 

Richard Krüger. 
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Die imaginären und komplexen Zahlen. 

Anmerkung 1. Die allgemeine Arithmetik ist die Lehre von den Zahlen 
nnd deren Formen und Verhältnissen. Von den verschiedenen Arten der Zahlen 
Bind die sogenannten imaginären (und die aus ihnen hervorgegangenen kom- 
plexen) Zahlen für alle Teile der Mathematik von der grössten Wichtigkeit. Es 
bedurfte grosser Anstrengungen der bedeutendsten Mathematiker — wir nennen: 
d'Alembert, Bernoulli, £uler, Moivre, Oauss — , um dies zum all- 
gemeinen Bewusstsein der mathematischen Gelehrtenwelt zu bringen. Die meisten 
Mathematiker des vorigen Jahrhunderts erkannten nicht die hohe Bedeutung der 
imaginären Zahlen, sie verwarfen sie, weil sie mit den sogenannten reellen Zahlen 
begrifflich nicht in Beziehung gebracht, durch sie nicht dargestellt werden konnten. 
Sie glaubten, dass, wenn eine Lösung auf imaginäre Zahlen führe, dies lediglich 
die Unmöglichkeit desjenigen Problems andeute, auf welches sich die betreffende 
Lösung beziehe. Ja, als Gauss bereits eine streng wissenschaftlich begründete 
Theorie der imaginären Zahlen veröffentlicht hatte (1831), gab es noch immer 
hervorragende Mathematiker, wie z.B. Cauchy, welche diesen Zahlen jede Existenz- 
berechtigung absprachen. 

Es erging also den imaginären Zahlen ähnlich wie zwei Jahrhunderte vorher 
den negativen Zahlen, welche anfänglich nicht als Differenzen mit grösserem 
Snbtral^endus anerkannt wurden. Mit diesen, sowie mit den irrationalen Zahlen 
und den rationalen Brüchen sind die imaginären Zahlen jedoch zum mindesten auf 
eine gleiche Stufe zu stellen. 

Dass man die imaginären Zahlen, welche bei der Auflösung der Gleichungen 
vom dritten und vierten Grade Berücksichtigung gefunden hatten, so lange Zeit 
„aus einem falschen Gesichtspunkte betrachtet und eine geheimnisvolle Dunkelheit 
bei ihnen gefunden hat", schreibt Gauss grösstenteils der „wenig schicklichen 
Bezeichnung" zu. Hätte man die imaginäre Einheit (vergl. Antwort auf 
Frage 2) z. B. „laterale Einheit" genannt, so hätte — nach seiner Ansicht — 
von einer solchen Dunkelheit kaum die Bede sein können.^) 

1) Siehe das Litteratnrverzeichnis am Sohlasse dieses Werkes. 

Anmerkung 2. Die hohe Bedeutung, welche die imaginären und komplexen Zahlen für 
die Entwickelung mathematischer Gesetze und besonders für die algebraischen 
Gleichungen höheren Grades besitzen, wird der Studierende dieses Werkes zur 
Genüge kennen lernen. Er wird finden, dass die ausgezeichneten Eigenschaften 
dieser Zahlen es oft ermöglichen, grosse, sich bei der Hechnnng einstellende Schwierig- 
keiten zu üderwinden und schneller als auf jedem anderen Wege zur Entdeckung 
neuer Wahrheiten zu gelangen. 

Deswegen ist diesen Zahlen in dieser Encyklopädie ein besonderer Band — 
der vorliegende — gewidmet worden. 

A. lieber die imaginären Zahlen. 

Anmerkung 3. Zum Verständnis der in diesem Teile vorgeführten Formelentwickelungen 
und Berechnungen sind diejenigen Kenntnisse der Algebra — besonders der 
Gleichungen vom ersten Grade und der Potenz- und Wurzelrechnnng — erforder- 
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lieh, welche durch das Studium der in dieser Encyklopädie erschienenen Lehrbücher 
der Gleichungen des ersten Grades mit einer Unbekannten, bezw. der 
Potenzen und Wurzehi erworben werden können. 

1) Ueber die imaginären Zahlen und deren Einheiten im 

allgemeinen. 

Frage 1. Was versteht man unter 
imaginären Zahlen im engeren 
Sinne, was im weiteren Sinne, und 
auf welche Weise werden solche Zahlen 
dargestellt? 


ErU. 1. Das Wort ^imaginär'' stammt 
Ton dem lateinischen Worte imago (Bild) und 
bedeutet: „nur in der Einbildung beruhend'' 
oder auch „unmöglich**. — Es wurde zuerst von 
Descartes (Glom. III) als Prädikat der 
Wurzeln von Gleichungen angewendet. 

Erkl. 2. Das Wort „Symbol" (griech.) 
bedeutet: „Zeichen*^ oder „Sinnbild''. 

Erkl. 8. Das Wort „Kriterium'' (griech.) 
bedeutet: „Kennzeichen". 

Erkl. i. Die Definition (Erklärung) der 
Wurzelausziehung ist im Folgenden gegeben: 

^Aus einer Zahl a die nte Wurzel aus- 
ziehen, heisst, eine dritte Zahl b bilden, 
welche zur nten Potenz erhoben die Zahl a 
hervorbringt." 

In Zeichen: 


Antwort. Zahlen (und nur solche), 
die in die zweite Potenz erhoben eine 
negative Zahl ergeben, heissen ima- 
ginäre Zahlen im engeren Sinne. 
Dargestellt wird eine solche Zahl durch 
das Symbol: 

Denn nach dem gegebenen Kriterium 
ist: 

( V^^y = — a (siehe Erkl. 5) 

Zahlen (und nur solche), die in eine 
gerade (z. B. wte) Potenz erhoben eine 
negative Zahl ergeben, heissen ima- 
ginäre Zahlen im weiteren Sinne. 
Dargestellt wird eine solche Zahl durdi 
das Symbol: 


wenn: 


6» = a ist. 


ist: 


Denn nach dem gegebenen Kriterium 


iv^y = -^ 


Erkl. 5. Ein Satz aus der Wurzellehre 
lautet: 

„Potenziert man eine Wurzel auf den 
Orad ihres Wurzelexponenten, so hebt sich 
die Wurzel gegen die Potenz und man er- 
hält den Eadikandus.'* 

In Zeichen: 

Z. B.: 

denn : 

(V+^)2 = (+5)2 = +25 

Erkl. 6. Die imaginäre Zahl im 

engeren Sinne (\/— a) wird auch „ima- 
ginäre Quadratwurzel'' genannt. 

Erkl. 7. Aus der Definition der Wurzel 
(siehe Erkl. 4) ergeben sich folgende Sätze: 
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1) Jede gerade Wurzel ans einer posi- 
tiven Zahl ist biform (siehe Erkl. 7a), nfim- 
lich positiv nnd negativ, denn nicht nur 
die positive, sondern aneh die negative Zahl gibt 
zu einer geraden Potenz er hoben ein positives 

Produkt. — So ist z. B. \/-h86 = -)- 6 und 
= — 6, weil sowohl (+ 6)« als auch (— 6)« 
den Ba<ükandus -^ 86 hervorbringt. 

Dargestellt wird dieses Gesetz durch: 

2i» 

V+(a*'') = +a und = — a 

2) Jede ungerade Wurzel aus einer nega- 
tiven Zahl ist nur eindeutig, nämlich nur 
negativ« denn nur eine negative Zahl ^ibt 
zu einer ungeraden Potenz erhoben ein negatives 

3 

Produkt. — So ist z. B. V— 126 = — 6, weil 
nur (— 5)3 = — 125 ist. 

Dargestellt wird dieses Gesetz durch: 

2n+-l 

3) Eine gerade Wurzel aus einer nega- 
tiven Zahl gibt weder eine positive noch 


eine negative Zahl. — So ist z. B. V— -81 
weder + 9 noch — 9, weil (+ 9)2 und (~ 9)2 
nicht == — 81 sind. Ueberhaupt gibt es in 
dem ganzen Gebiete der sogenannten reellen 

Zahlen (siehe Erkl. 11) keine positive oder 

negative, ganze oder gebrochene Zahl, deren 

Quadrat eine negative Zahl ist. Die Un- 

möglichkeit, unter den reellen Zahlen eine zu 

2 

finden, welche z. B. \/— 81 vollständig ent- 
spricht, führte auf die in der Antwort auf 
Frage 1 gegebene Definition der imaginären 
Zahlen. 

Erkl. 7a. Das Wort „biform*' (auch 
„biformis'') stammt vom Lateinischen bis (zwei- 
mal) und forma (die Gestalt) und bedeutet also 
„zweigestaltig*' oder „doppeldeutig^. 


Frage 2. Was versteht man unter 
den Einheiten der imaginären 
Zahlen und auf welche Weise gelangt 

man zu denselben? Antwort. Unter den imaginären 

Einheiten versteht man die Symbole : 

Erkl. 8. Ein Satz aus der Wurzellehre 2 2 

lautet: _|_ |/-_ 1 nnd — "/— 1 

-Eine Wurzel wird radiziert, indem man ^- i _^ j ii. .. tt-i^ 

die Wurzelexponenten mit einander multi- ^^^ gelangt ZU denselben mit Hilfe 

pliziert" der in den Erkl. 8 und 9 aufgeführten 

In Zeichen: Sätze, indem man eine, allgemein durch 


2m 
M nfft 

Vä 


Umgekehrt ist: 

m 


Y—a dargestellte, imaginäre Zahl um- 
formt, wie folgt: 


ya^YVä Y^a-y y^a (nach Erkl. 8) 


Das Bechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 


Erkl« 9« Ein Satz ans der Warzellehre 
lautet: 

„Ein Prodakt wird radiziert, indem man 
jeden einzelnen Faktor radiziert." 

In Zeichen: 

n n H 

yä^ = yJ . VF 

Umgekehrt ist auch: 

»1» M 

Ya • vT = Ya-h 

2 

Erkl. 10« Bei einer dnrch Y—a darge- 
stellten imaginären Zahl hat man stets zn nnter- 

2 2 

scheiden, ob + V — « oder — V — a gemeint 
ist, oh sie also positiv oder negativ sein soll. 

Erkl. 11« Die EinfÜhrang der imaginären 
Zahlen führte zur Bezeichnung aller übrigen 
Zahlen als reelle (oder anch reale, wirk- 
liche). Man versteht also nnter reellen 
Zahlen alle die durch Multiplikation und 
Division aus -|- 1 und — 1 abgeleiteten Zahlen. 
Die Beihe der reellen Zahlen und die der ima- 
ginären haben nur die Null gemeinschaftlich. 

Erkl. 12. Das Wort „absolut'' stammt 
aus dem Lateinischen und bedeutet „ab g e 1($ s t'' . 
In der Mathematik ist die absolute Zahl eine 
Zahl ohne Bttcksicht auf das sie begleitende 

Zeidien. Die Zahlen + 5, — 5, -|- ^*» — 5* 
haben sämtlich den absoluten Wert 5. 

Erkl. IS. Lässt sich eine Wurzel durch eine 
ganze Zahl oder durch einen Bruch genau aus- 
drücken, so heisst sie rational, andernfalls 
irrational. Die Irrationalzahl ist demnach 
eine Zahl, welche sich nicht mehr als Bruch 
zweier ganzer Zahlen darstellen lässt. 

Erkl. 14. Das ganze Zahlengebiet zer- 
fällt in : 

1) reelle Zahlen; 

a) rationale Zahlen; 

a) ganze Zahlen; 
ß) gebrochene ZaMen; 

b) irrationale Zahlen; 

3) imaginäre Zahlen. 

Letztere sind an sich weder rational, noch 
irrational, sie können aber, wie die reellen ZaÜen, 
positiv oder negativ sein. 


und 


2 


V^ 


V^a-C— 1)= v/a. V"— 1 
(nach Erkl. 9) 


Da nun \/a eine reelle Zahl (siehe 
ErkL 11) ist -- aus welchem Grunde 

2 __ 2 

auch in dem Ausdrucke \/a • \/— i der 

2 _ 

Faktor \/a „reeller Faktor" genannt 
wird — und diese reelle Zahl sowohl 
positiv als auch negativ ist, so er- 
hält man: 

2 2 2 

\/— a = -\-r- Y — 1 bezw. = — r • Y — 1 

oder: 

2 2 8^ 

V^^ = r.(+ Y— l) bezw. = »••(— Y^-^ 

wenn der aus dem reellen Faktor resul- 
tierende absolute Wert mit r bezeich- 
net wird. Hieraus ergibt sich der Satz : 

„Jede imaginäre Zahl ist 
gleich einem Produkte aus 
einem reellen und einem ima- 
ginären Faktor." 

Der reelle Faktor stellt eine ratio- 
nale oder eine irrationale Zahl 
(siehe Erkl. 13) dar, der imaginäre 
Faktor die imaginäre Einheit (siehe die 
Aufgaben 1 bis 4). 


Frage 8. Weldie kürzere Bezeich- 
nung ist für die Symbole -f Y^^ ^^d 
— Y^-^ i^ ^iö Wissenschaft eingeführt 
worden? 


Antwort. Die imaginäre Einheit 
+ Y^—^ wird nach Gauss (Disquisi- 
tTones arithmeticae, Sect VII, Art 337) 
mit dem ersten Buchstaben des Wortes 
„imaginär" bezeichnet 


Ueber die imaginären Einheiten im besonderen. 

Man schreibt also für: 




a) Gelöste Aufgaben. 


Aufgabe 1. Man scheide ans y^— 25 
die imaginäre Einheit ans und bestimme, ob 

der reelle Faktor rational oder irrational ist Auflösung. Man erhält (nach Antwort 

auf Frage 2) : 

2 2 2 2 

\/— 26 = ■/25.(— 1) = \/2B. \/— 1 =±5» 

Der reelle Faktor dieser imaginären Zahl 
gibt demnach eine rationale Zahl (siehe 
Erkl. 13). 


2 

Aufgabe 2. Man stelle \/— 6 als efai 
Produkt aus einem reeUen nnd einem imagi- 
nären Faktor dar und bestimme, ob ersterer a««»^««, xr««i. a^^ a^^^^^ o«^ az^ 

rational oder irrational ist. Tr«.t?Ä^f ^ ' 

rrage 2 ernäit man: 

2 2 2 _ 2 

\^^^6 = i/6.(— 1) = /6 . i/— 1 

z= ± 2,44949 '"i 

Der reelle Faktor gibt also hier eine 
Irrationalzahl (siehe Erkl. 13). 


b) Ungelöste Aufgaben. 

2 

Angabe 3. Man scheide ans Y— 1^1 
die imaginäre Einheit ans und bestimme, ob Auflösung analog der Auflösung von 
der reelle Faktor rational oder irrational ist. Aufgabe 1. 


2 

Angabe 4. Man stelle \/—6 als ein 
Produkt aus einem reellen und einem imagi- 
nären Faktor dar und bestimme, ob ersterer Auflösung analog der Auflösung von 
rational oder irrational ist. Aufgabe 2. 


2) Ueber die imaginären Einheiten im besonderen. 

Frage 4. Welche Beziehungen 
bestehen zwischen der positiven und 
der negativen imaginären Einheit, und 
auf welche Weise lässt sich die Richtig- 
keit der Behauptungen darthun? . . j, rw - x, j -i.- 

° Antwort. Zwischen der positiven 

und der negativen imaginären Einheit 
bestehen folgende Beziehungen: 
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in Worten: 

„Die negative imaginäre Einheit 
ErU. 15. Zwei Zahlen heissen „redprok", ist gleich dem Beciproken (siehe 

wenn ihr Produkt = 1 ist. Es ist z. B. a das Erkl. 15) der positiven." 

Bedproke von — , weil a«— = 1 ist. Beweis. Setzt man in die Gleichung: 

Das Wort „redprok" (lat.) bedeutet „gegen- — » = - 

sdtig", „wediselseitig", auch „umgekehrt". +* 

für i eine andere Buchstabengrösse, z. B. 
X ein, so erhält man: 

1 

— a? = — — 
+ x 

Multipliziert man beide Seiten dieser 

« ^, . . « Gleichung mit (-\-x\ so folgt: 

ErkL 16« Em Satz aus der Lehre von den / i \ 

Gleichungen lautet : ( _ ;c) . (.j. a;) = | —i— )•(+«) (s. Erkl. 1 6) 

„Eine Gleichung bleibt riehtig, wenn man , \ "r •^/ 

mit beiden Seiten derselben die gleiche ^^^^- — «2 = + 1 (siehe Erkl. 17 n. 18a) 

Rechnung vornimmt, z. B. bdde Seiten -.r ix« t • _x j» />n • t_ 

mit derselben Zahl multipliziert , bdde . Multipliziert man die ganze Gleichung 

Seiten zur gleichen Potenz erhebt , aus mit ( — 1), SO erhält man : 
beiden Seiten die gldche Wurzel zieht." (^^x^)'(—l) = (+1)'(~1) 

oder: 

+ ar2 = — 1 

Zieht man schliesslich noch aus beiden 

ErkL 17. Wird ein Bruch mit seinem Nenner Seiten der letzten Gleichung die Quadrat- 
multipliziert, so erhält man seinen Zähler. Wurzel , so ergibt sich: 

d. 1.: 

X = i 

Erkl, 18. Der Bruch zwder Zahlen ist Es gibt also keine andere Zahl als /, I 
negativ, wenn Zähler und Nenner ungleiche welche die behauptete Eigentümlichkeit 1 
Vorzeichen haben. besitzt " 

b) (+o.(-0 = +l 

in W^orten : 

Erkl. 18 a. Zwei Zahlen mit gleichen Vor- n P /^ Vf A 

zdchen geben ein positives, mit ungldchen ein ,,i/as x^roclUKt aus der positiven 

negatives Produkt. und der negativen imaginären Ein- 

heit ist gleich +^-" 
Beweis. Es ist: 

[nach Teil a) dieser Antwort] 

oder: 

(+ 'X— ») = + 1 (nach Erkl. 17) 


c) (+»)2 = —1 und (— 1)2 = — 1 

in Worten: 

„Das Quadrat der imaginären Ein- 
heit, sowohl der positiven als anch 
der negativen, ist gleich — 1.*' 

Beweis. Es war: 


+ i = + \/— 1 und — » = — /— 1 
(siehe Antwort auf Frage 3) 
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Man erhält demnach: 
(+1)2 = (+ v/=T)* = +(-1) = -1 

(-02 = (- y- 1)«= + (-1) = _ 1 

Erkl. 19« Jede Grösse, durch sie selbst (siehe Erkl. 18a und 7,1) 

geteilt, gibt + 1. ^^^j.. 

(-02 = (-t>(-0 = ^~ 

[nach Teil a)] = ^ ^ 


Erkl. 20. Ist das Produkt zweier Faktoren (+ »)* ~ 1 

gleich dem zweier anderen, so bilden die Fak- (nach vorstehend. Beweis) = — 1 (s. Erkl. 18) 
toren des einen Produktes die äusseren, die des _._ 

anderen die inneren Glieder einer Proportion. 

Hieraus ergibt sich, wenn man die 
Zahl — 1 von der rechten Seite der 
Gleichung auf die linke nimmt: 
^\ (+ 1)2 4- 1 = 

Erkl. 20 a. Ein Satz aus der Proportionen- . .rrr _^ 
lehre lautet: m Worten: 

„In jeder Proportion ist das Produkt der jjDas Quadrat der positiven und 

äusseren Glieder gleich dem der inneren.'' der negativen imaginären Einheit, 

vermehrt um 4-l> gibt Null." 

Und aus derselben Gleichung: 

Erkl. 21« Sind die inneren Glieder (das (-j- i)i = — i 

zweite und dritte Glied) einer Proportion gleich, «, , . wpif/^r. 

80 nennt man letztere stetig und jedes der ^^^^ ""^ weiter, 
beiden inneren Glieder die mittlere Propor- (+ «) • (+ «) = (+ 1) • (— 1) 

tionale. und 

(-0-(-0 = (+!)•(- 1) 
oder: 

f (+l):(+t) = (+t):(-l) 

^ \(+l):(-*) = (~»):(-l) 
(nach Erkl. 20) 
in Worten: 

„Die imaginäre Einheit (sowohl 
die positive, als auch die negative) 
ist die mittlere Proportionale von 
+ 1 und — 1." (Siehe Erkl. 21.) 


Frage 5. Mit Hilfe welcher For- 
meln lassen sich die Potenzen der 
imaginären Einheit berechnen und 

welche Beziehungen finden zwischen die- Antwort. Bezeichnet n irgend eine 
sen Potenzen statt? reelle, positive oder negative Zahl (ein- 

^ schliessUch Null), so findet statt: 

1) ♦4>=:-|.l 

2) t4!i»+l=+t 

3) iAn:+'2 = —l 

4) »4n-h3 = - t 

Die Richtigkeit vorstehender Formeln 
lässt sich am einfachsten durch direkte 
Berechnung der ersten Potenzen von i 
nachweisen. 
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Für die Pluspotenzen (s. ErkL 24) 
erhält man: 

ErU. 22. Ein Satz ans der Potenzlehre Sl) wenn n = ist : 

lautet: „, ^ , . . . rj X.X •*" = •*•** = fO = + 1 (siehe Erkl. 22 n. 24) 

„Die nullte Potenz einer jeden Zahl ...., m a_i_i ., . / • v «j.! «ov 

ist gleich + 1, die erste Potenz die Zahl »*""*"' = *'-^+" = »i = t (siehe Erkl. 22) 

selbst.« »*«+« = •*o+« = i2 = — 1 

In Zeichen: [uach Antwort c) auf Frage 4] 

(±a)o = -f 1 f<« + 8 = 14.0+3 = V3 = iuii (nach Erkl. 23) 

(+a)i = +a; (-a)i=:— a =:i.(— 1) = — t 

b) wenn m= 1 ist: 

,•4» z= *4.i = t-4 = i%.ii (nach Erkl. 28) 

Erkl. 28. Ein Satz der Potenzlehre lautet : = (- 1) • (— 1) = + 1 

„Eine Potenz, deren Exponent eine **'*"^* = **"^* = ** = *^'»' 

Summe darstellt, ist gleich dem Pro- = (—1) •(—») = -I- *" 

dukte von Potenzen, deren Grundzahlen t4»i-l-2 = »4+2 = fS = »"s.ts = (— %)-{ — #) 

gleich der Basis der gegebenen Potenz /i\/i\ r va^ x 

und deren Exponenten gleich den Sum- = ("i:^) * {tt-^) L"»^ ^»^^^^^'J a) 

manden des gegebenen Exponenten sind.** Vi"*/ \ + V *^i ürage 4J 

In Zeichen: — ^ -- ^ -_ _ i 

Umgekehrt ist auch: *"* + * = *'+^ = *^ = »'•** 

In Worten: und so fort. 

Potenzen von derselben Grundzahl wer- pfir die Minuspotenzen (s.Erkl. 24) 

den multipliziert, indöm man ihre Ex- ^^^»ui. „«^i. ^ 

ponenten addiert.« erglDt sicn : 

a) wenn n = — 1 ist: 

i4n = t4.(-i) — t-4 = -L (nach Erkl. 24) 

Erkl« 24. Ein Satz der Potenzlehre lautet: . 

„Eine Potenz, deren Exponent eine Dif- = , ^ = + 1 

ferenz darstellt, ist gleich einem Bruche, ~i 

dessen Zähler eine Potenz ist mit der v4„-|.i -« •4.(_i)-i.i -_ v__3 __ JL A 

Basis der gegebenen Potenz als Grund- "" * ~" t» — i 

zahl und dem Minuendus des gegebenen ^/•virtiifix 

Exponenten als Exponenten, und dessen — — f (»ehe Erkl. 18) — — (— # ) 

Nenner eine Potenz ist mit der Basis der ii.Ax_xNi»"n_ Ä^ i. 

gegebenen Potenz als Grundzahl und dem L»*<* Antwort a) auf Frage 4] = + i 

Subtrahendus des gegebenen Exponenten t4n + 2 r= t4.(— 1) + 2 = #'— « 

als Exponenten.« i i 

In Zeichen : = "^ = _ i = — 1 

""* **"~"^ i4n + 8 = ,-4.(-l) + 8 = ,-l = i- = _,• 

Umgekehrt ist auch: * 

a« b) wenn w= — 2 ist: 

a» 1 

In Worten: •*" = **•(-«> = i-^ = -^^ (nach Erkl. 24i 

„Potenzen von derselben Grundzahl wer- -^ ^ 

den dividiert, indem man den Exponenten = -r^ • -7^ (nach ErkL 28) 

des Divisors von dem des Dividendus sub- * * 

trahiert.« __ 1 ^ 1 =:::: 4. 1 

Wird w = «, 80 erhält man: " (-h 1) * (+ 1) "~ • 

Om-» ri= a"-« = aO i^n + l = ,-4. (-.2) + ! = ,-7 = JL r= ^ 


Es ist also: *" -- 1 

aO = -^= + l (vgl.Erkl.22) == -^=:_(_,^^^,* 


lieber die imaginären Einheiten im besonderen. 


Wird m = 0, 80 erhält man: 
Es ist also: 

In Worten: 

„Die Minuspotenz (d. h. die Potenz mit 
negativem Exponenten) ist das ümge- 
ke£*te der Flnspotenz (d. h. der Potenz 
mit positivem Exponenten). 

(Siehe Eleyers „Lehrbach der Potenzen 
und Wurzeln.") 


»4« + « = 1*4. (-2) + « =; ,--6 

l6 — 1 

|4m + 8 z= t-4-(— 2) + 8 =z |— 5 

= — =: -1- = - t 

und so fort 

Hieraus ergibt sieb folgender Satz: 

„Die Potenzen der imaginären Ein- 
beit — sowobl die mit positiven, 
als auch die mit negativen Expo- 
nenten — kehren stets weder." 

Die Periode ist: 

Andere Werte, als die vorstehenden, 
können sich bei keiner Potenz von i 
ergeben. 


a) Gelöste Aufgaben. 


Aufgabe 5. Man soll nachstehende Aus- 
drücke auf die einfachste Form bringen: 


b) i8» 


c) i-V-l) 


126 


Auflösungen. 

a) Der Exponent 24 lässt sich durch 4 
ohne Rest teilen, denn 24 = 4 • 6. Man er- 
hält also für: 

oder allgemein: 

Nach Formel 1) (Frage 5) ist: 
folglich ist: 


b) Der Exponent 89 gibt, durch 4 ge- 
teilt, den Quotient 22 und den Rest -j-1. 
Man erhält demnach für: 

»89 z= f4-22 + l 

oder allgemein: 

Nach Formel 2) (Frage 5) ist: 
folglich gibt: 

»89 = -f.t 


c) Der Exponent 126, durch 4 geteilt, 
gibt den Quotient 31 und den Rest -j- 2. 
Man kann also schreiben für: 

oder allgemein: 

(— t)126 = (— ,")4«-|-» 
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Nach Formel 3) (Fragte 5) ist aber: 

Erkl. 26. Ein Satz aus der Potenzlehre ^^^^^^ ^^^' , ^.o. ^ , 
lautet: ^ ^^ ~ . . 

„Alle geraden Potenzen einer negativen ^^nn das Resultat ändert sich nicht, wenn 

Zahl sind positiv, alle ungeraden negativ ist, weil der Potenzexponent "~ 

negativ."" gerade Zahl ist (siehe Erkl. 25). 


d) (— 0^*^ d) I^er Exponent 163 lässt sich zerlegen 

in: 4-40 + 3. Folglich ist: 

oder allgemein : _- / ,-)4 ^ + b 
Nach Formel 4) (Frage 5) gibt: 

Da die Grundzahl der gegebenen Potenz 
negativ und der Exponent eine ungerade Zahl 
ist, so erhält man (nach Erkl. 25) für : 


e) ( v/ZTi)""^^ ^) ^®^ Exponent — 20 lässt sich zerlegen 

^ '^ in: — 4-5. Man erhält also für: 

oder allgemein: ,_.^ 

Nun ist: 

»•-*» = -4- (nach Erkl. 24) 

und 

»<« = + 1 [nach Fonnel 1), Frage 6] 

folglich gibt: 


(v/:ri)-«o^^^^i 


f) (—0-89 f) Der Exponent 39 gibt, durch 4 ge- 

teilt, zum Quotienten 9 und zum Rest -f-3. 
Man erhält hiemach für: 

oder allgemein: 

= (— ,-)-(4n-l-8) 

= (-v/^n+B (i^achErkL24) 
Nun ist: 

t4>» + 8 = — I [nach Formel 4), Frage 5] 
und 

(_ t)4 n + 3 = — (— ,•) (nach ErkL 25) 

folglich ist: 

[nach Antwort a) auf Frage 4] 


g) (y—l)-'^ g) Der Exponent 30 gibt, durch 4 ge- 

teilt, zum Quotienten 7 und zum Rest -|-2. 
Man erhält demnach für: 
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1) 


üäS? 




oder allgemein: 

= (/:n)(-+« = __i_ 

Nun ist: 

iin+2 = —i [nach Formel 8), Frage 6] 
folglich: 


(v~iy= 


— l 


— 1 


hf. 


h) »-07 


['j 


h) Dividiert man den Exponenten 97 
durch 4, so erhält man 24 zum Quotienten 
und -f- 1 zum Rest. Man kann also schreiben 
für: 

1-97 = «-(4.24+1) 

oder allgemein: 

= j-(4«-f 1) = ^ (nach Erkl. 24) 

f4»-+'I ^ ' 

Nach Formel 2) (Frage 5) ist aber: 
i4i»-hi z= -f-; 

folglich gibt: 

l 


1 — 97 =z 


+ •• 


— i 


[nach Antwort a) auf Frage 4] 


b) Ungelöste Aufgaben. 

An^be 6. Man soll nachstehende Aos- 
drttcke anf die einfachste Form bringen: Andentaneen. 


*) 
b) 

c) 
<«) 
e) 
f) 

e) 

h) 


+ v~iy* 


45 


— 1)87 


— 12 


-t)-17 


a) Auflösung analog 
Aufgabe 5, a). 

b) Auflösung analog 
Aufgabe 5, b). 

c) Auflösung analog 
Aufgabe 5, c). 

d) Auflösung analog 
Aufgabe 5, d). 

e) Auflösung analog 
Aufgabe 5, e). 

f) Auflösnng analog 
Aufgabe 5, h). 

g) Auflösung analog 
Aufgabe 5, g). 

h) Auflösang analog 
Aufgabe 5, f). 


der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 

der Auflösung von 


«/»- 


3) Ueber das Rechnen mit imagrinären Zahlen. 

Anmerkung 4. Das Symbol V—a stellt sowohl eine positive, als auch eine negative 
imaginäre Zahl dar (siehe Antwort auf Frage 2 und Erkl. 10). um das Verständnis 
der nachfolgenden Gesetze zu erleichtem und die Rechnung einfacher zu gestalten, 
soll im Folgenden immer nur ein Wert Berücksichtigung finden und zwar, wenn 
vor der imaginären Zahl kein Vorzeichen oder das Zeichen -f- steht, nur der 
positive, und wenn vor derselben das Zeichen — steht, nur der negative Wert. 


Y—a + V-b = {Y^+Yb). ■/— i 


(nach Antwort 
anf Frage 2) 
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a) üeber das Addieren und Sabtrahieren. 

Frage 6. Wie werden imaginäre 
Zahlen addiert? Antwort. Imaginäre Zahlen werden 

addiert, indem man die algebraische 

Brkl. 26. Wenn die Glieder einer Snmme Summe ihrer reellen Faktoren mit der 
einen gemeinwhafUichen Fairtor besitzen , so imaginären Einheit multipliziert 
kann man jedes dieser Glieder dnrch diesen ""**©"* " *"" "^ " f"«*^ 
Faktor dividieren, die Qnotienten algebraisch Behauptung, 
addieren, sie in eine Klammer setzen nnd letz- 
tere mit dem gemeinschaftlichen Faktor multi- 
plizieren; z. 6.: Beweis. Es ist: 

= (3a«-2).27a2 . y-^h=Vh^V--l ) 

denn umgekehrt gibt: folglich ist: ^ ^ 

(3a« — 2)-27a« = 81a* — B4a« y^^a + 1/- & = V^a • \/— l + \/6 . l/— 1 

Erkl, 27, Wenn man die Zweideutigkeit = ( V» + VD • V^^ 

der Wurzeln berücksichtigt, so erhält man fttr (nach Erkl. 26) 

V — a + V — h nicht weniger als vier ver- 
schiedene Lösungen, nämlich wenn der aus |/a 
resultierende absolute Wert mit r und der 

aus Vd resultierende mit r^ bezeichnet wird, 
die folgenden: 

1) ;/zr5-|./3^ = [(+r)+(+r^)]."/~i 

2) i/=::^ + i/-6 = [(_r) + (+rj)].\/-.l 

= (+»--^l)-» 

4) i/II^ + ^_6=:.[(_r) + (-rO]."V/~i 

= (-r-r,)-i = -(r+rj).t 
(Siehe die beiden folgenden Erkl. 28 u. 28 a). 

Erkl. 28« Der Satz von der Auflösung der 
Klammem lautet: 

„Gleiche Zeichen vor und in der Klam- 
mer geben -|-» ungleiche — ." 

Erkl. 28a. Es ist ttblich, das Rechnungs- 
zeichen der Summe {-{-) fortzulassen und die 
Glieder nur mit ihren Vorzeichen aneinander- 
zureihen, also statt: (+_V^«0H"("- V^) ^^ 
schreiben: -|- Va — "V/fc. 

Erkl. 29. Sind mehrere imaginäre Zahlen 
positiv und mehrere negativ, so hat man zuerst 
alle positiven, dann alle negativen Zahlen fdr 
sich zu addieren und schliesslich die beiden 
Summen nach der in der Antwort auf Frage 6 
gegebenen Regel zu vereinigen. 


Frage 7. Wie wird eine imaginäre 
Zahl von einer andern subtrahiert? Antwort. Eine imaginäre Zahl wird 

von einer andern subtrahiert, indem man 
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sie zu letzterer mit entgegengesetztem 
Vorzeichen addiert 

Erkl.80. Die fttr das Bechnen mit reellen In Zeichen: 

Zahlen angestellten Gesetze lassen sich auch i/ZT^ C_l -i/ITT) — i/^^ V^^^ 

auf die im agin&ren Zahlen anwenden, solange ^ vT V J V , „,, ^. 

hierdurch keine Widersprüche entstehen. Da J»a<* E™- 28) 

die imaginären Zahlen aus der imaginären Ein- oder: = (\/a VV) • v^— 1 

heit in gleicher Weise entstehen wie die reellen . ('nach £rk] 26) 

Zahlen aus der reellen Einheit, so lassen sich ^ ' ^ ' ^ 

auch die imaginären Zahlen zu einander ad- "^^ 

dieren und von einander subtrahieren. \/^^^ — (■— V^^-^ = \/—a -|- \/— 5 

oder: z= {\/a + V^ - V^^ 

(siehe Erkl. 80) 


a) Gelöste Aufgaben. 

Angabe 7. Man soll die nachstehenden 
Ausdrücke auf ihre einfachste Form bringen: 

Auflösung, a) Man erhält: 

= (+16.-)+(+27.-)+(-ll«)+(-14») 
= (16 + 27 — H — 14)» = 4- 18» 


(-VSS»^)= 


oder: 


4a2 6a2 

+ IT" • + "W • * ("'"'' ^^- '^^ 

= ^''** (nadi Erkl. 26) 

ooo 


!) 2.1/— 96 — 3. \/— 244-5. V— 216 c) Es ist: 

— 7-V^— 54 2. l/=^96 — 3.1/^^^^24 + 5. >/^=="216 — 


7 . yZTu = 2 . \/96 . 1/— 1 — 

8 . \/24 . V— 1 + 6 . V^älö . /=ö[ — 


Erkl. 81« Ein Satz aus der Wurzellehre 
lautet: 

„Die nte Wurzel aus einem Bruche ist 7 . 1^54 . i/ITi 

gleich dem Quotientoi der nten Wurzel 

des Zählers durch £e nte Wurzel des oder, indem man die Radikanden der reellen 

Nenners." Wurzeln soweit in Faktoren zerlegt, dass 

In Zeichen : sich wenigstens teilweise die Wurzd ziehen 

»• __ lässt, und für \/^^ = i setzt : 

y * = -^^ =2.». \/i6Ttt — 3.«. \/4^ + 5.t. \/86T6 — 

l/V 7.». /O 
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Das Bechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 


Umgekehrt gibt: 

M N 

d) "v/ir^P — 2.\/^^ 



+ 6. \/— a 


oder nach Erkl. 9 : 
= 2. ».4. V^— 3.t.2. /6"+ 5.1.6. VW— 
7. ».8. \/6"= 8t VS"— 6f \/6" + 

80*Yö"— 2if v^e"= +11>V5" 


Erkl* 82. Um Faktoren, die vor einer 
Wurzel stehen, anter dieselbe zu bringen, 
mnss man sie auf den Grad potenzieren, welchen 
die Worzel besitzt. 

In Zeichen: 

H n 

a • Yb =z "[/an- b 


d) Man erhält zunächst für: 
y^ZT^Si — 2 . V ^^ - 2 a . y — — + 


b . \/ä"' V"^^ 
nnd, wenn man soweit als möglich radiziert 
und den gemeinsamen Faktor \/-- 1 == 1 
absondert: 

= ( 6. /a— 2. l/ä— 2a6.y — +6. VöT Vf 

oder, da: «»V/ — = V/— = i/ö" ist (nach 

Erkl. 32) : 

= {b . vT— 2 l/ä— 25 1/0"+ 6 \/ä) • t 
= (6 ~ 2 — 26 + &)» \/ir (nach Erkl. 26) 
= — 2t\/ä' 


e) ö-V-^ 


e) Zunächst gibt: 


r T I 5 /T e^^unacnsi; giDi: 


+ 


«•\/|v=T-io.'y/|+8y| 

oder, wenn man soweit als möglich radiziert 
nnd den gemeinschaftlichen Faktor \/-— 1 = i 
absondert: 

= (5.2.1/ -i + 6 . -^ . \/6" j . I — 10.2.y -i- + 8 • 4 • V'ö" (nach Erkl. 31) 


Nun ist: 


nnd 


.«yi=!,Yf=«v? 


(nach 
Erkl. 82) 


Folsrlich erhält man för: 


(5-2-\^y +6.1. l/ö)..- 10.2.y-J +8.-1 1/5 = (2 1/6 + 3 \/r).t- 

_ 4 \/ 5^+4.^/5" 

oder — hi^/h, 
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f\ 40 "l/IIMZ^ — i^-^ l/ZlZ^ f) Man erhftlt fBr; 

Torf ^/ 29,4 a"P * V 0,2c4d6 cM '* V 6d» "^ 

+ c \ 0,4c2dT 7ad ./ 29,4a62 _ 




^_ _ 

oder, wenn man die Produkte und Potenzen 
soweit in Faktoren zerlegt, dass wenigstens 
teilweise die Wurzel gezogen werden kann, 
und nach Absonderung des gemeinschaftlichen 

Faktors V^^ = * : 
— fjQ ^/ 0,3»og'a-bg 150a6 ^f 9-0,3 a . 7ad .. / 49-0,8»g^ \ . 

oder, wenn man soweit als möglich radiziert: 

_ / AOab ^ fÖM 150a b 3 ^ / OSä . lad Ih y fÖfi^ . 
~~ \ c^d^ ' V 0,2d c^d ' bd V 0,2d "^ c * cd» V 0,2d/ ' * 

i 

oder nach dem Kürzen der Brüche und nach 
Absonderung des gemeinschaftlichen Faktors 


V _ 

( 40ah 90ah 49a & \ . ■./0,3a _ ahi n /0»t 
c«rf2 c2d2 + c^cP / ' ' ' V 0,2d '~ c^d^ V Ofi 


0,3 a , 
0,2 d ' 

~ '"""ba 

2c; 


/?) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 8. Nachstehende Ausdrücke sind 
auf ihre einfachste Form zu bringen: AndeutungeiL 

a) (— . \/— 324) 4- (+ V— 144) + *^ Auflösung analog der Auflösung von 

(_ v=7ä89) + (+ v=4n) ^"^^^ '• *^- 

b) Auflösung analog der Auflösung von 
fgabe 
. . V Erkl. 28. 

V"'" « " V 169;?* / 


(j «4^.1 y« \ b) Auflösung analog der Auflösung von 

— y 81gg / "" Aufgabe 7, b) unter Berücksichtigung von 


0) 8 . 1/-20 + 4 . V/-J180- ^^^^abe 7, c). 

5 .V— 125 + 6.1/— 405 


c) Auflösung analog der Auflösung von 


— ö» a / ö" d) Auflösung analog der Auflösung von 
'~'"S^~"T'V"""P^~' Aufgabe 7, d) und 7, f) unter Berticksich- 
r tigung von Erkl. 82. 

h^ ^^ V 969 

r — y- e) Auflösung analog der Auflösung von 

€) S-y— — — 2-i/— 28+ Aufgabe 7, e) unter Berücksichtigung von 

^ ^ Erkl. 32. 


'Y^-^-^- 
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^^'V z^ ^ y ^ f) Auflösung analog der Auflösung von 

X» v/~^ , ^r~^ Aufgabe 7, f). 


b) Ueber das Multiplizieren. 

Frage 8. Wie werden zwei imagi- 
näre Quadratwurzeln miteinander multi- . , __X TX T^ J W 

pliziert? Antwort, Das Produkt zweier ima- 

ginären Quadratwurzeln ist reell und 
ErU. 88. Die Mathematiker zu Ende des gleich der negativen Quadratwurzel aus 

vorigen Jahrhunderts waren darüber im Zweifel, dem Produkte der Badikanden. 

was man unter dem Produkte zweier imaginären 

Quadratwurzeln zu verstehen habe. Ein Teil Behauptung. 


V — a • \/— 6 = — yfah 


von ihnen (z. B. auch Eni er) war der Ansicht, 
dass dieses Produkt gleich einer reellen Grösse, 
nämlich: Beweis. Es ist: 

wäre; die übrigen (darunter z. B. der englische — /— / vj 

Mathematiker Emerson) glaubten für: = V<» • V^ • V V — v 

i/ZT^ . i/ZTi = ^/Z^i7b Nun ist: 

www M , .Q 

setzen zu müssen , weil ein Produkt aus un- l V — 1 J = — 1 

möglichen Grössen keine mögliche Grösse geben (nach Antwort auf Frage 4, c) 

könnte. (Vergl. Hut ton, Mathematical die- -f/xicyi;/»}! laf • 

tionary, 1796.) loigiica isi^ ^ ^ 

^/—a^ \/— &= \ a • y/l •(— 1) = — Va-fr 
£rkl.88a. Das Produkt zweier imaginären (vergl. Erkl. 83 a) 

Zahlen ist gleich dem Produkt der entsprechen- 
den reellen Zahlen. Letzteres Produkt ist po- 
sitiv, wenn die imaginären Faktoren ungleidie, 
negativ, wenn sie gleiche Vorzeichen besitzen. 

Man erhält also: 

(+ ai)-(-|- hi) = 4- a6»* = — ah 
und 

(+ ai>(— 60 = — «t»* = + a& 


Frage 9. Was erhält man für: 

\/ä" • \/^^ ? Antwort. Das Produkt zweier 

Quadratwurzeln, von welchen die eine 

ErkL84- ^^ine Summe v^^^ imaginär ist, ist imaginär und gleich 

gmären Summanden ist gleich einem Produkte j °/-k j i. i j tvJ^j i i. 

aus einer imaginären und einer reellen Zahl. ^^^ Quadratwurzel aus dem Produkt 

Man erhält für: der Badikanden. 

(_l^at).6 = +a# + a*' + a*-| Behauptung. 

^ =+(« + « + »•••)» = («&)» l/a • l/^=^ = l/=="ä^ 

und für: -d • t^^ • 4. 

(^«.•).ft^(-aO + (-aO+-- Bew^. Esjst:_ 

= — (a-j-a-f-a ...)» = — (a&)t ^/a • ^/—h = \/a • \/5 • \/— 1 

Eine Multiplikation mit — 6 hat dieselbe — y^-h-i^ 1) = y a^h 

Bedeutung wie eine Multiplikation mit h und ^ . ,— -n ™ i,i «jv 

eine ümkehrung des Vorzeichens des EesolUts. VO^er = i Va&; (siehe ErkL 84). 
Demnach ist: 

nnd (+aO-(-&) = -(«fe)» 

(- ai) . (— 6) = + (ah) i 


üeber das Multäplizieren. 
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Frage 10. Was erhält man für; 


Antwort. Nach vorstehender Ant- 
wort ist: 

Setzt man für ä = a, so erhält man : 


Frage 11. Was erhält man fttr: 


Antwort. Nach der Antwort auf 
Frage 8 ist: 

Setzt man für ä = a, so erhält man 

In Worten: 

„Das Produkt zweier imaginären 
Quadratwurzeln mit gleichen Radi- 
kanden ist gleich dem negativen 
Radikandus." 


a) Gelüste Aufgaben. 

Aufgabe 9. Nachstehende Ansdrücke 
sind auf ihre einfachste Form za bringen: 

ft) W^^'i-'V^^ Auflösung, a) Es ist: 

(l/-a).(-./iri) 

= ~ V'äji/F-(\/^* 

= - V^' (~i) = +V^ 


~l) 


b) (v/::r5).(-v'=rä) 


3) ~|/— a)-(— 1/-5) 


d) (-v-ä)-(-V=:^) 


b) Wie vorstehend gezeigt wurde, ist: 
(/Z-ä).(__-|/zr&) = + v^^ 

Setzt man für 5 = a, so erhält man: 
( V^ZTä) . (_ ■/— a") = + /57i 

= + l/ö« =+o 

c) Es ist: 

(-T/=^)-(-V3) 

= (-/a-l/31).(«y^. yCTT) 

= + Vah' (-1) = —-/^ 

d) Nach vorstehender Lösraig ist: 

Setzt man für b = a, so ergibt sich : 


Krflger, Das Reohuen mit imaginären and komplexen Zahlen. 
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18 I^as Bechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen, 

e) a ' v/— a*ft« • Y- ab^ e) Man erhält für : 


oder nach Erkl. 9 : 

= a . \/a«P • ( V^^y 
Nun ist: 

Vi«68 z= a8ft* und ( v"^^^ = — 1 
folglich ist: 

a. y^— a6&8. \/— «iS = a*a»-54-( — 1) 

= — a*b* 


(, - / r\ f) Nach der Antwort auf Frage 8 

^ i/-7.y-6i=:-y7.54 




also: 


femer: 


g) 


m + vä"- |/^^i 'i/ö"* v^^=T- v^e"- V^^^-y 4y . v^^ 

»^ ^ (vergleiche Anmerkung 3) 

endlich: 

-(V^Y-«D=-(-VF"f) 

= -(- V64)=+6 

Demnach erhält man fOr: 

()/-8lY-18yj=^ +6 + 20 + 8 = +34 
/ ^ / S«" ^ / T g) I^er Minuendus: 

y "■'p' V ■""S8"*V'~T" i/irz i/z^ -\/ZÄ 

i/Zl" .a/ITZ aH^ ^ *' ** 

V a'' * V ft * V 6» gibt nach Absonderung der imaginären Ein- 

heit und Vereinigung der reellen Wurzeln: 


der Subtrahendas: 

Folglich erhält man für: 
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h) Nach den Erkl. 18 a nnd 85 gibt: 
(2 . V^^ + 3 . y^^ — 4 . \/^nü5 + 5 . V^Hö) • \/^=^ 

— 2'Y^^' l/iiäö + ä \/^=^ • \/^=^^ — 

Erkl. 85. Eine mehrgliedeiige (Klammer-) oder: 
Grösse wird mit einer eingliederigen moltipli- = g. (__ 1/150)4- 8- (-—1/180) — 

ziert, indem man jedes Glied der Klammer mit ^ ^ / ~r ' v v j 

letzterer multipliziert. 4- (— V bOO) + 6 • (— \/4ö0) 

(nach der Antwort auf Frage 8) 

oder nach Zerlegung der Eadikanden in 
solche Faktoren, dass wenigstens teilweise 
die Wurzel gezogen werden kann: 

Erkl, 85 a« Auf drei Dezimalstellen genau ^ _ g . i/SöTÖ - 3 . i/äeTö 4- 

erhält man für: ^ I__ 

-10l/«--18v/f+40v/3--75v/2 ^ 4 • /lOO-S-ö • |/226.2 

= -10. 2,449-18. 2,236 + 40. 1,732-76. 1,414 = — 2.5. \/6 —3.6.1/5 +_ 
= — 24,49 — 40,248 + 69,28 — 106,05 4- 10- \/3 — 5- 15. t/2 (nach Erkl. 9) 

= — 101,508 d. L: _ _ ^ _ 

= ~-10v/6 —18 1/5 +40/3 —75 v"» 

(siehe Erkl. 85 a) 

i) (3Yi]:_4Yi]:+5Yi|-4|.Y/zD.(_2.v/:r85) 

i) Nach den Erkl. 18b und 35 ist: 

(3Yi|-4yr|+5Yi|-4i.vCD.(_2.y=r3ö) 

= _6.(_yq::^+8.(-Y^) 

Erkl. 86b. Auf drei Dezimalstellen genau ,_ / ^/5 .A , A { 1/6 __\ 

erhält man für: -- ^^'y-y 6 '^V "^ 3* V V 6 "^Z 

+ 6V6"-8V5" = +6-2,449-8.2,236 = +6 . l/Ö"- 8 . l/5^+ 10-5- 8 — 6 

= — 3,194 _ _ 3 

= +6.1/6 -8.\/5 (siehe Erkl. 36 b) 


k) (|/ is-i-y'Zriö) . (Yir89— ^/zriö) k) Multipliziert man die erste Klammer 

zunächst nur mit dem ersten Oliede der 

zweiten (siehe Erkl. 36), so erhält man nach 

Erkl. 86. Zwei mehrgliederige (Klammer-) der Antwort auf Frage 8 und nach Erkl. 35: 

Grössen werden miteinauder multipliziert, indem ^ 

man jedes Glied der einen Klammer mit jedem (— 13 + y — 15) • V — 39 

Gliede der anderen multipliziert und das Gleich- _ __ 1/13739 — 1/15.39 

namige vereinigt. ,_ \ 

= — 13 1/8 — 3 1/66 (s. Erkl. 86a) 

^^^» 86a. Es gib t: ^ ui^d wenn man die erste Klammer mit dem 

V 13-89 = >/ 13. 13.3 =: \/l3* • 3 = 13- \/3 zweiten Gliede der zweiten Klammer multi- 

(nach Erkl. 9) pliziert: 

V^l5^ = V^3.5.13.3 = 1/82^66 = 3 . V'^öö (\/— 13+ Y— 16)-( - \/— 45) 
\W^ = YI8.9.6 = 3 . l/65 = — (-- V'13-45) - (— V'15.46) 

V 15^ = yW'lh^ = yW^=z 16 . \/3" = — (— 3 . >/65) — (— 15 . yT) 

= + 3 |/66 + 16 1/3" (s. Erkl. 86 a) 


20 Das Eechnen mit imagmären und komplexen Zahlen. 

^ Folglich gibt: 

= -131/8'— 8l/66 + 3\/65 + 15V3 

= +2\/är 

(oder angenähert = + 2 • 1,732 = 8,464.) 

1) ( V^=^+ \/^=T^ • ( V^^^- l/=ft^ 1) Nach Erkl. 36 nnd Antwort auf Frage 8 

ErU. 87. Daa Produkt ans der Summe und erh ält ma n: 

der Differenz zweier Zahlen iat gleich der Dif- ( y^— ab 4- \/— 5c)'(v^— a6 — V ^c) 

ferenz ihrer Quadrate. ,-- — - ,- , . — -— - 

= — y ah'ah — y oc-ao-f- y ah-o^ 

£rU« 87a. Schneller gelangt man zum £e- . w'rrr: 
snltat, wenn man den in Erkl. 37 aufgeführten . -r v ' 
Satz anwendet. Man erhält: "^®'- ^ 

= ( V'-al>) — ( V—bc) :^^ab + bc (vergl. Anmerkung 3) 

^(_aft)_(__6c) (nach Erkl. 6) ^ j (, ^ «) (nach Erkl. 25) 
= — ab'\-be = b{c — a) ^_^^^_ 

(-2 . |/-5« + 3 . 1/- 224) n^) Nach ErkL 36 gibt: 

(-- 2 . ■/— 56 + 3 . ■/— 224) 

= _ is-y^-y . v'=:66 + i6.y^--^ . v^^M - 6.y^- y . i/=:56 + 


9.^^/111 . y-- 224- 18. yCJ . /__ 


224 


= -18-(-yy-56J + 16.^-^1.56^-6. (-y^I^ + 

12.(-Y^J^)+27.(-yy.224)-24.(-y-^.224J + 

9-1 — Yy. 2241 — 18. l—y^. 2241 (nach Antwort auf Frage 8) 

= 4- 18 . v/T6 — 16 . V 49 + 6 . 1/8^— 
Erkl. 88. Man erhält für: 12 . y'ä'— 27 • V 64 + 24 • \/l96 — 

6 . 1/8" = 6 . ^4^2 = 6 . 2 . \/2" = 12 . 1/2" 9 . y 32 + 18 • Vs" 

(nach Erkl. 9) ^ _ = 4. 18.4 — 167 — 27.8 + 24.14 (b. Erkl. 38) 

9.\/82 = 9. 1/16.2 = 9. 4. \/2 =36. \/2 =+72—112 — 216 + 836 
18- \/8"= 18- ^4^= 182.1/2"= 36. ^"2 =+80 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 10. Man soll die nachstehenden 
Ausdrücke auf ihre einfachste Form bringen: Andeutungen. 

^\ { r, i/ — :;^.^J_^ 1/ — :;^ a) Auflösung analog der Auflösung von 

a) (_„.v^_„).(+a.l/-a) Aufgabe 9, b). 
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3- I — ^— b) Man wende zunächst den in der Ant- 

— .2^ . y ^ wort auf Frage 8 aufgeführten Satz an und 

* ^ ^ verfahre hierauf nach den Erkl. 9 und 31. 

c) ( V— 3 • \/— 6 • V— 60) — c) Auflösung analog der Auflösung von 

( /^^ . \/=^2Ö . l/=lo) Aufgabe 9, f). 

d) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 9, i). 

^\ ( \/~7ijk O. ^/~Zl^A . ß) Auflösung analog der Auflösung von 

e) yv—xy ^y—ffj Aufgabe 9, 1) unter Berücksichtigung der 

(1/— ary«— \/--y*2r) ßrkl. 9 und 37. 

f) (\/^^-- 1/^^+ V— 15) • f) Ausrechnung nach ErkL 36 durch- 

(__ y^zrg _ y^ ^ y^ZTö) zuführen. 

.^ ri/— Tq-l. 1/— iRVri/— Ift ^/—Mi\ ^^ Auflösung analog der Auflösung von 

g) (v^— i2+v/~16)-(V-48-i/-60) Aufgabe 9, k). 

h) Man multipliziere zunächst die beiden 

, . ersten Klammem miteinander, wie in Auf- 

h) (7 • y — 5 -|- 6 . V — 3)* gafee 9, k) gezeigt wurde. Hierauf vereinige 

(2 . Y^ 126 — 5 • V— 27) - man die gleidinamigen Glieder. Sodann multi- 
(q 1/^^ 4- 4 • V^^) pliziere maw die resultierenden Glieder mit 

\ - V -T ' V j ^gj. ^|;^ßj|j Klammer und vereinige schliess- 

lich das Gleichnamige. 


c) Ueber das Dividieren. 

Frage 12, Wie werden zwei ima- 
ginäre Quadratwurzeln durch einander Antwort. Der Quotient aus zwei 
dividiert? imaginären Quadratwurzeln ist reell und 

gleich der Quadratwurzel aus dem Quo- 

Erkl. 88 a. Nach der Divisionsregel ist, tienten der Radikanden. 

wenn berechnet werden soU, der Behauptung. 

y — h r-^ 

Faktor zu suchen , we lcher mit l/— 6 zu V — » • V-— ^ ~ V T" 

multiplizieren ist, um Y—a hervorzubringen. Beweis 

Dieser Faktor ist gleich y-^, denn man erhält: Y — <» Yö^ ' V ---^ V^ 

Y^-h " vT- Y^ "~ "V^ 


y^.-v/=T=y|.(„6)= Y~a 


n 


(nach Erkl. 19) 
|- (nach Erkl. 81) 


(siehe Erkl. 38 a) 


Frage 13. Was erhält man bei der 

Di^ision zweier imaginären Zahlen , wenn : Antwort. 

a) der Dividendus eine imaginäre und a) Behauptung. 

der Divisor eine reelle Quadrat- , — , — - . - /T 

wnrzel, V-«:V+6 = ..y^ 
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b) der Dividendus eine reelle und der Beweis. . 

Divisor eine imaginäre Quadrat- y'z:^ ya- V^^ /»" 

Wurzel -—^ = — —= = y-^.v/-i 


ist? 


(Aach Erkl. Bl) 

b) Behauptung. 
Beweis. 


y — b yh'\/—i 
Multipliziert man Zähler und Nenner 
mit V^^j so erhält man: 


Nun ist: 
und 
folglich gibt: 

V — i ~ — yF ■" 'V & 
(nach den Erkl. 18 und 31) 

Aus den beiden Entwicklungen folgt 
der Satz: 

„Der Quotient aus einer imaginären 
und einer reellen Quadratwurzel ist 
imaginär und zwar positiv, wenn 
der Dividendus imaginär ist, und 
negativ, wenn derselbe reell ist.'' 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufjg^abe 11. Was erhält man für : 

AnflösTingen. 
a) Nach der Antwort auf Frage 13, a) ist : 


a) 


V+ä- V-ft 

Setzt man für 6 = a, so erhält man: 

^""^ = i . "V/— = i . vT (nach Erkl. 19) 


v+ 


b) 


wTT^ b) Nach der Antwort auf Frage 13, b) ist : 

7^' . Ä = -'YI 


V-l 


üeber das DiTidieren. 
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Wird b = a, so folgt: 
ITä V a 


V- 


= -»Vi = 


— t 


c) 


v^ 


c) 


\/— a 


(Folgt auch direkt aus der Erkl. 19) 


Au^be 12. Nachstehende Ausdrücke 
sollen auf ihre einfachste Form gebracht 
werden : 

a) (—3 V^^^) * (— 2 . V^^) 


Auflösungen. 

a) Nach Erkl. 18 und Antwort auf Fi^e 12 
gibt: 



b) 


2.\/— 6 4.y— 12 


3.\/6 51/ 10 


b) Nach. Erkl. 89 und 9 ist: 


3-1/6 ' öv/lO 


Erkl. 89. Zwei Brüche werden durch ein- 
ander dividiert y indem man den Zähler des 
Dividendus mit dem Nenner des Divisors und 
den Nenner des Dividendus mit dem Zähler des 
Divisors multipliziert. 


Nun ist: 


3 . l/6". 4 . /^^n2 
10 »l/^^^^^ 
12 -V'—T^ 


\/— 50 


V 72 


oder: 


\/--72 
(nach Antwort auf Frage 12) 


V 86 


Folglich ist: 


5^ 

6 

10-5 


12.^—72 12-6 


'25 

86 


c) 


al' Y—cd a^b - v/— cSrf* 


c) 


ah'V—cd a^b 'V—<fid^ 


cd • V—ab cd^ • \/--o86* 


ab ' v/— cd . cd2 . v/— a8 6ö 


cd • V—ab-a^b' l/— c^d 
(nach Erkl. 89) 


Nun ist: 
\/— c<i» y ~ a82>5 = — Yan^cd ] 
und [ 

Y—ab' |/— c8(i5 = ^ l/aftcSd^ J 
also gibt: 


(nach 
Antwort 

auf 
Frage 8) 


ab- \/— cd. cd2 . |/— a^&ß — aftcd«- v/aH^cd 


cd . \/~a6 . a?6. Y—c^d^ -^a^bcd- Yf^hc^d^ 

— + ";j" V öfccäd^ » V c«d* "^ acd2 cd 
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8 


_ y^^ __v 2_ 1/^=^8 


V^^ V/— 8 1/— 8 


JBrkL 40. Eine mdni^iederige (KJmmnier-) o^^; 
Orasse wird durch eine eingliederige dividiert, _ - r2 ^ /T -- /18 

indem man jedes Olied der Xlammer dnrch den — f^^'jTe^y's 


DiTisor dividiert. 

oder: 


(nelie Antwort anf Frage 12 1 
2 4^2 4 


e) (14 - 1/~ 20-f- 16 . |/46 — 16 • l/— 245 - 18 • \/i80) : (— 2 • \/=n5) 

e) Es ist: 
(l4 . ^1120+ 16 . V^45 — 16 • V^^^^— 18^\/T8Ö) 

(-.g.y^Tö) 


14 . V^— 20 16 - \/46 16 • V^— 245 18 - V^IÖÖ 


— 2.\/— 6 —2'Y^^ -_2.l/— 5 — 2.V^— 5 

(nach Erkl. 40) 
oder: 

^,/2Ö _l^/46^ ^,o-i /24Ö , ^ ^ /ISO , . 

(siebe die Antworten anf die Fragen 12 nnd 13 nnd ErkL 18 r 
oder: 

z= — 7- v^4+74-- i'V9+S'V^—9iV36 
= — 7.2 + 74- •'•8 + 8- 7 — 9. f. 6 
= — 14 + 22 4-» + 5Ö~ö4f 


" (IY-l+4-V=l-TY=D^(-iVI) 

f) Nach ErkL 40 gibt : 

(■iy^^^-v=i-i-v=i) 


4 y 6 ■ 2 y 126 8 y 5 

_l,i/^ --^V^ --^V^ 
4y5 4V6 4yö 

Ffihrt man die Division mit Hilfe der in 
der Antwort auf Frage 13, a) aufgeführten 
Begel nnd der Erkl. 17 und 39 ans, so er- 
halt man: 
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~ — A A i/A. A '^L L t/iliE -o-A A i/ÄTA • 


d. i.: 


3,-.A_2,-.±4.A,-.i 
6 5^2 

6 . 8 . , B . 

T—T^ + T* 

1 ^ • 


/}) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 13. Es sind folgende Divisionen 
auszufahren : Andeutungen, 

a) (8 . i/^^^) : f — 4 . \/_ }l\ a) Anflösung analog der Auflösung von 

^\ * V 2/ Aufgabe 12, a) unter Berücksichtigung der 

Erkl. 18 und 41 und der Antwort auf Frage 12. 

\) (— iry2 . \/irj3) : (— a?2y • j/F) b) Auflösung mit Hilfe der Erkl. 18 und 

der Antwort auf Frage 13, a) zu vollf&hren. 

4 . yifä 2 • V"—^ ^) Auflösung analog der Auflösung von 

^^ ~R 1/ — ö"' Q -i/T^ Aufgabe 12, b) unter Berücksichtigung der 

5 . V- 2 8 . V+ 27 ^^^^^ ^^^ ^^^^ j3 

d) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 12, d) unter Berücksichtigung von 
Erkl. 41a. 

(5 . y ZTiä -, 6 » V^^l + 7 . y /HTÖS -- 8 ■ V^-Th ) 

(-2.1/3") 

e) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 12, e) unter Berücksichtigung der 
Antwort auf Frage 13, a). 

f) Auflösung analog der Auflösung von 

«_,, .- „. «., .jjiu Aufgabe 12, f) unter Berücksichtigung der 

• ^S- tS. ?^"1 ^?^^ ^^ "^^ '^T^ Antwort auf Frage 12 und 13. 
einen Bruch dividiert, indem man sie mit dem ^"*"^"*»' *»** ^*«eö i^a luii* xo. 

Neimer des Bruches multipliziert und durch den 
Zähler desselhen dividiert. 

Erkl« 41a. Ein Bruch wird durch eine 
ganze Zahl dividiert, indem man seinen Neimer 
mit derselhen multipliziert 


d) lieber das Potenzieren. 

Frage 14. Was erhält man für: 

(/:3^)m 

^^^^' , , Antwort. Ist w = 4w, so gibt: 

b) m = 4n + 2 {V - o^Y ^ {v - a^Y '' =_ 

ist? (\/ä2 . Y^ i)<« = a*" . /*'• 
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Nun ist: 


»4n = + 1 


[nach Formel 1) des Formelyerzeichnisses] 
folglich : 

Erkl« 42. Ein Satz der Potenzlehre lantet: oder: 

-Ein Produkt wird potenziert, indem man ' 

jeden einzelnen Faktor potenziert." Ist m = 4w+2, SO erhält man: 

In Zeichen: (ylT^)'« — (|/Tr^)*»+2 = 

Umgekehrt ist auch: ^^ ^ ^.4^+2 _ _ 1 ist 

«. , ^, T 1. V u , T» * Ä [»ach Formel 3) des Formelverzeichnisses] 

(Siehe Kleyers „Lehrbuch der Potenzen und « , . 

Wurzeln.«) SO folgt: 

a4«+2 . t4«4-2 = — a^^+a 

oder: 

— ; — fl*" 

In Worten: 

„Alle geraden Potenzen einer 
imaginären Zahl sind reell und 
positiv, wenn der Potenzexponent 
durch 4 ohne Rest teilbar ist; je- 
doch negativ, wenn dies nicht 
der Fall ist" 


Frage 15. Was erhält man für die 
geraden Potenzen einer imaginären 
Zahl, wenn der Potenzexponent m ne- 
gativ und 

a) m = 4w 

b) m = 4n + 2 

ist? 


Antwort. Nach Erkl. 24 ist : 

Ist w = 4n, so erhält man nach der 
vorigen Antwort: 


(vc:^)-m_. 


oder: 


1 


+ tM« 


am 


Ist m = 4n-f- 2, so gibt: 


oder: 


(nach der Antwort auf Frage U) 

__ 1^ 


Frage 16. Was erhält man für: 
wenn: 

a) m =. 4»4~ ^ 

b) fn = 4n + 3 

ist? 


Antwort. Ist tn = 4n+lj so ist: 


lieber das Potenzieren. 
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Nun ist:. 

»411 + 1 = 4-» [nach Formel 2)] 

folglich ist: 
oder: 

Ist w=:4w-f-3, so erhält man für: 

und, da i^"-^^ = ^i ist [nach Formel 4)] 
SO folgt: 

In Worten: 

„Alle ungeraden Potenzen einer 
imaginären Zahl sind imaginär 
und positiv, wenn der Potenz- 
exponent, durch 4 geteilt, den 
Rest 1, negativ, wenn er den 
Rest 3 lässt." 


Frage 17. Was erhält man für die 
ungeraden Potenzen einer imaginären 
Zahl, wenn der Exponent negativ ist? 


Antwort. Nach Erkl. 24 ist : 

1 


(v/-_a2)-« = 


Für m = 4n+ 1 gibt: 

1 1 _ 1 1 

( v/ZI^)»»* "^ a*>* ' i a»> ' i 

(nach der Antwort anf Frage 16) 
Nun ist: 

-:- = —.» [nach Antwort a) auf Frage 4] 
t 

folglich ist: 


(|/_a«)*"'^ = - 


am 




a»» 


Für w = 4w + 3 ist: 
1 1 


oder: 


(nach der Antwort auf Frage 16) 

=1 (— ♦) = -^ 


m 

% 


Frage 18. Mit Hilfe welcher Formeln 
lassen sich die Potenzen der imaginären Antwort. Bezeichnet man den reellen 
Zahlen berechnen? Faktor der imaginären Zahl mit r und 

mit n eine positive ganze Zahl, so er- 
hält man: 

1) (r-»>« = r*» 
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3) (r.0**+2 = — r4«+2 
6) (r.O-^- = (yy'* 

■ 

6) (r'i)-(^n + i) = -L^ 

7) (r.i')-(*»«+2) = — ^-ly 

8) \r'%)-{^n-^z) = + /^ 


» + 2 


Die 

Bichtigkeii 

dieser 

Formeln 

ergibt sich 

ohne 

weiteres 

ans den 

vor- 
stehenden 
Antworten. 


a) Gelüste Aufgaben. 

Aufgabe 14. Es sind mit Hilfe der in 
Antwort anf Frage 18 anfgelnhrten Formeln 
die nachfolgenden Potenzen zn berechnen: 

«) (l/=^5)* e) (l/^ä)-" 

b) (V/^S)» f) (l/-3)-» 

c) (\/=^)« g) (l/^-" 

d) (l/=6)^ h) (/-3)-» 


Anfiösniig. 

a) (l/^)* = (l/5.^)* = (V6-)* 
[nach Formel l), n == 1 gesetzt]. 
Also gibt: 

( \/-^)* = 52 (nach Erkl. 48) = 2.5 


Erkl« 48. Ein Satz ans der Wnrzellehre 
iantet: 

„Eine Wnrzel wird potenziert, indem man 
den Potenzexponenten dnrch den Wnrzel- 
exponenten dividiert '^ 

In Zeichen: (v^o)** = a"* 


Erkl« 48 a« Eine Potenz mit einem Bmch- 
exponenten (sog. Bmchpotenz) ist eine andere 
Form für eine Potenz nnter einer Wnrzel, z. B. : 

5* = ^/f^ =5 

1 4 _ 

6* = v/ö8 = |/216 

Erkl. 48b* . Man erhält nach den beiden 
vorstehenden Erklärungen fQr: 

(l/=r5r = + (v/ö-yM-7 = 5"^.(-0 

i. i- 

{j\/Tf = 8* = 8*.3* = 81. l/äT 

u j_ 

(1/3)" = 8^ = 36.3" = 243. \/3 


b) (/=^)^ = (v:zr6)*-i-t-^ 

= (1/5*. *•)'•'+' 
also nach Formel 2): 

= (/60^.»=: 25» V'^ 
(siehe Erkl. 48 b). 

c) (|/-5)^=(l/6".i)*-*+« 
demnach nach Formel 3): 

= _ ( y^5)« = - 63 (nach Erkl. 43) 
= — 125 

d) (1/115)' = (v^5".i)*-^+» 
also nach Formel 4): 

= — ( v/6")'. »• = — 125 » 1/5 
(siehe Erkl. 48 b). 


e) (v^:^)-« = (/=^-^-^ 

demnach nach Formel 5), » = 2 gesetzt: 

= ("^V = ü (nach Erkl. 43) 
V\/3/ 34 


81 


also nach Formel 6): 

t * 

"" ~ ( y/Tf "" ~8i\/3 

(siehe Erkl. 84 b). 


1 
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g) (v/ir8)-iö = (/ir3)-(*-2+2)=:(y3-,/)-(4-2-r2) 

demnach nach Formel 7): 

(1 \io 1 

yf) =-- 1 (n«di Erkl. 48) 


843 


also nach Formel 8): 

■ ■ 


(V8)" 243 \/8 

(siehe Erkl. 43 b). 


1 + 8 


Anl^abe 16. Nachfolgende Ausdrücke 
sind auf ihre ei nfachst e Form zu b ringen : Auflösung, a) Der Faktor: 

gibt nach Erkl. 42: 
Erkl, 44. Ein Satz aus der Potenzlehre / / i\^ 

lautet: ~ ""^ vV """ 7"/ 

„Ein Bruch wird potenziert, indem man oder: 
seinen Zähler und seinen Kenner poten- „ A /^ .V'^ 

ziert« = * \V "7 • 7 

In Zeichen: folgüch nach Formel 17) des Formelverzeich- 

(t) ~ liT nisses: 
Umgekehrt ist: =07.1 — (\/-M • M 

— = (^Y oder: 

^ ^ =: _ a7 . -^-- . t . y y (8.Erkl.46a) 

Erkl» 45. Werden Wurzeln mit gleichem j^ -paktor- 

Exponenten und gleichem Badikandus so oft ^^^ raKior. 

miteinander multipliziert, als der Exponent Ein- ( o-A/ —l 

heiten besitzt, so erhält man den Badikandus; V ' V c J 

z- B.: gibt nach Erkl. 42: 

Erkl. 45a« Nach den Erkl. 48 und 44 ist: folglich nach Formel 15): 

(vTV- af= ^=^.1/1 = - "' • (Vt)'- •■ 

yy cf'^\cj i. c^ y c oder: _ 

, ^'<^l =::_o5.^.,\/^A (8. Erkl. 45a) 

U/JV^ /"AV - ^'-^^ — ^l i/Z Mithin erhält man für: 

= _|-i^^.<2.A (nachd.Erkl.l8a,23u.45) 
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oder: 


weil t^ = — 1 ist. 


b) (+3.^-i-V. (-2.yrB' l>) »er erste Faktor: 


gibt nach Erkl. 42 und Antwort auf Frage 2 

= + 3» ■ {y^j- /« 

oder: 

(nach Erkl. 43) 
d. i.: 

= - «¥t 

Der zweite Faktor: 

ist nach Formel 15) desFormelirerzeichnisses: 
= — 26.(y -i-j .1 (denn 5 = 4.1 + 1) 


oder: 


= -- 32 . (^j . y i- . « (nach Erkl. 43) 


d. i.: 

Mithin gibt: 

(^-»\/^" (-«V=D' =(-Vi){-VD=+-Yi 

(nach den ErkL 9 und 18 a) 
oder, weil t * = — 1 ist: 

^^ / , i/:Z~Tpy^ ^) ^^ erhält iür: 

ErkL 46. Es gibt: (^ ^—'ä^^Y (+ V^ir^sfta)*-*-^-^ 

. , ,. r T T Y TT */ öder nach den Formeln 17) bezw. 15): 

f 1 lY 15 10 2 ^ ^[->(v/a8&8)^/] ^ +t\/al4fe2i 

(^035«)*= \a*. feV = »^- ^* = l/iiöftiö +[(l/ä»^*-»'] +« Va'*6»<> 

(siehe ErkL 46) 
oder: 


V o'»6w V a V a 
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d) 




Erkl« 47. Man erhält für: 


+ 64 


d) Nach Erkl. 39 ist: 

{--v-^Byiv^^y 

_ (V8-)^(-> 1/2)^(^1 ) 
■" t(l/3")^i.(v/l2)^ 


_ 64 > 2 • (— 1) 

"" 8 . 1/3". 288 . 1/8". /2 


(8. Erkl. 47) 


oder: 


oder: 


= + 


8L 


[nach Erkl. 45 und 


— 64» 2 
— 3- 288- 3 \ Antw. auf Frage 4, c)] 

4 


^) Ungelöste Aufgaben. 


AuilBfabe 16. Es sind mit Hilfe der 
Formeln 14) bis 21) des Formelverzeich- 
nisses die nachstehenden Potenzen zu be- 
rechnen: 


b) (Z^)'» 

d) (i/:r2)«» 


f) (l/ 6)-* 

g) (\/^)-* 


Andeutung. Auilösnng analog der Auf- 
lösung von Aufgabe 14, a) bis 14, h). 


Anfj^abe 17. Es sind die nachstehenden 
Ausdrücke auf ihre einfachste Form zu 
bringen : 


Andeutungen. 

a) Auflösung analog der Auflösung von 

) (+a Y- A) : (- « yil)' Aufgabe 15. c). 


. / , , I 1 Y / , I r\* b) Anflösong analog der AnflOsnng von 


c) (+ a . V- a 68)'- (— 6 • V'— a»*)* 


d) 


(_ 8 . y— 2) " 




Aufgabe 15, b). 

c) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 15, a). 

d) Man bringe Zähler und Nenner des 
gegebenen Bruches für sich allein auf die 
kürzeste Form und führe hierauf erst die 
Division aus. 

e) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 15, d). 


f 
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B. lieber die komplexen Zahlen. 

Anmerkung 6. Zorn Verständnis der nachfolgenden Lösungen von Problemen sind die 
in der Anmerkung 3 erwähnten Vorkenntnisse ausreichend. 

1) Ueber die komplexen Zahlen im allgremeinen. 


Frage 19. Was versteht man unter 
einer komplexen oder lateralen 
Zahl und wie wird eine solche Zahl 
dargestellt? 

Erkl» 48. Das Wort „komplex'' stammt 
aus dem Lateinischen und bedeutet „zusammen- 
gesetzt" oder „vereinigt". 

Erkl» 49. Die zweigliederigen Ausdrücke 
von der Form a-|-5« werden nach Canchy 
(Anal, alg^br. 1821) „komplexe Zahlen" oder 
auch kurz „Komplexe", nadi Gauss (Theoria 
residuorum biquadraticorum, Comm. societ. Got- 
ting. Vol. VII, 1828 bis 1882, pag. 96) „laterale 
Zahlen" oder kurz „Laterale" fd. h. „seit- 
wärts liegende" vom Lat. latus (Seite); vergl. 
Abschnitt C] und nach Mourey „nombres 
directives" (auf deutsch „Richtungszahlen") ge- 
nannt Am gebräuchlichsten ist jedoch die von 
Cauchy eingef&hrte Bezeichnung. 

Erkl. 49 a« Die beiden Glieder der kom- 
plexen Zahl können nicht miteinander ver- 
glichen werden, weil sie verschiedenen 
Zahlengebieten angehören. Das sie verbindende 
+ Zeichen deutet nur einen Zusammenhang der 
beiden Glieder an und darf nicht als ein 
Additionszeichen angesehen werden, weil 
durch ein solches nur gleichartige Zahlen 
(reelle Zahlen mit reellen oder imaginäre Zahlen 
mit imaginären) verbunden werden können. 


Antwort. Unter einer komplexen 
oder lateralen Zahl versteht man 
einen, aus einem reellen und einem 
imaginären Gliede zusammengesetzten 
Ausdruck von der Form: 

a-\-hi 

in welchem a und b irgend welche, posi- 
tiven oder negativen, reellen Zahlen be- 
deuten. 


Frage 20. Wie viele komplexe 
Zahlen lassen sich mit Bücksicht auf 
die Zeichen bilden? 


Antwort. Je nachdem die reellen 
Bestandteile a und b positiv oder negativ 
sind, erhält man folgende vier, nur durch 
die Zeichen von einander abweichende 
komplexe Zahlen: 

— a-^hi 
-j-a — hi 
bi 


— a 


Frage 21. Was versteht man unter 
zwei konjugierten komplexen Zahlen? 


Antwort. Unter zwei konjugier- 
ten komplexen Zahlen versteht man 
Komplexe, die nur durch das Zeichen 
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£rkl.50. Das Wort „konjugiert« stammt des imaginären Gliedes von einander 

vom lateinischen Worte conjngere und bedeutet abweichen 

-verbunden" oder „zusammengehörig". tt- V ■ ^ j tt • • ^ 

Hiernach ist das Konjugierte von 
Erkl, 50 a. Die Bezeichnung „konjugierte a-\-bi die Komplexe a — bi und von 
komplexe Zahlen« für zwei Komplexe von der — a-\-bi die komplexe Zahl — a — bi 
Form a + hi und a — bi wurde zuerst von „«^ mrio-olröTirf 

Cauchy (Anal. alg6br. c. 7, 1821) gebraucht. ^^^ umgeKenri. 

Erkl* 50b. Lejeune Dirichlet (lieber 
die Theorie der komplexen Zahlen) nennt „zu- 
sammengehörig" vier komplexe Zahlen: 

a -f- ft * ; — h-{-ai', — a — dt ; h — ai 

welche so von einander abhängen, dass irgend 
drei derselben aus der vierten entstehen, wenn 
man diese mit — 1, + 1 multipliziert. 


Frage 22. Wann nennt man zwei 

komplexe Zahlen associiert? Antwort. Zwei komplexe Zahlen 

heissen associiert, wenn sie gleiche 

Erkl. 51. Das Wort „assocüert" (vom fran- Zahlenwerte , aber entgegengesetzte 

zösischen Worte associer stammend) bedeutet Zeichen besitzen 

nZugesellt" oder „vereinigt", auch „verbunden". tt» i, • j •• _x t 1 

^ " ® ' " Hiernach sind a^ociierte komplexe 

Zahlen: a-^bi und — a — bi 


^•-I^Hi- 


2) Ueber die komplexen Zahlen im besondem. 

Frage 23. Was versteht man unter 
einer veränderlichen und was unter 

einer stetig veränderlichen kom- . , ^ nr v«ix n j 

plexen Zahl? Antwort. Man erhält alle zu dem 

reellen Bestandteile a gehörigen kom- 
^ , , CO V 4. 1, 'A^4. •• A plexen Zahlen , wenn die Zahl b die 

ErkJ. 52. Man unterscheidet un verander- ^ „ rr \.^ V i.* r 

liehe oder konstante und veränderliche reelle Zahlenreihe von — oo bis +00 

oder variable Grössen, „unveränderliche" durchläuft, und Überhaupt alle kom- 

oder „Konstante" sind solche Grössen, die plexen Zahlen, wenn weiter a der Reihe 

unveränderlich sind oder gedacht werden, „Ver- jj^^j^ gjj^ zwischen —00 und -4- 00 lie- 
änderli che" oder „Variable" dagegen solche, j / n \ ttt j. • x tt 

die Veränderungen erleiden oder denen solche genden (reellen) Werte annimmt. — Ver- 

zngedacht werden können. Eme Zu- oder Ab- ändern sich die beiden reellen Bestand- 
nahme einer Grösse kann nur dann eintreten, teile a und b der Komplexen a4-bi 
wenn diese Grösse selbst eine „Veränderliche« ist. gprungweisC; d. h. haben die auf- 

Erkl. 52a. Die Wörter „variabel" und einanderfolgenden Werte dieser Zahlen 

.konstant" stammen aus dem Lateinischen; irgend welche Differenzen oder verändert 

ersteres von varius, d. h. „wechselnd", letzteres sidi nur eine von ihnen entweder 

von constans, d. h. „beständig". sprungweise oder stetig (d.h. 

ununterbrochen; so dass die Differenz 
zweier aufeinanderfolgender Werte un- 
endlich klein ist), so nennt man die 
komplexe Zahl eine „veränderliche 
Komplexe". — Verändern sich da- 
gegen die beiden reellen Bestandteile 
stetig, so dass einer unendlich kleinen 
Zunahme (bezw. Abnahme) von a eine 
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unendlich kleine Zunahme (hezw. Ah- 
nahme) von b entspricht, so nennt niac 
die komplexe Zahl eine „stetig ver 
änderliche Komplexe". 


Frage 24. Was wird aus der kom- 
plexen Zahl a-|-fti, wenn einer ihrer 
reellen Bestandteile oder beide 

gleichzeitig Null oder unendlich . . . „,. , . . , , 
ffross werden? Antwort. Wird in der komplexeL 

^ ' Zahl a-\-bi der reelle Bestandteil c/ 

gleich Null, so erhält man: 

In Worten: 
Erkl. 58» Die komplexen Zahlen umfassen -i-f i ^ rr n • j 

alle Zahlen, a + bi geht in die reelle Zahl a ?»Eine komplexe Zahl vnrd zu einer 

über, wenn b zu NuU wird, und in die rein rein imaginären, wenn ihr reelle- 

imaginäre Zahl bi, wenn a verschwindet. Da Glied verschwindet. '' 
sich alle imaginären Zahlen, wie im ersten Teile ^xr* ^ j r i • i. xt n 
dieses Werkes nachgewiesen wurde, auf die . Wird dagegen b gleich Null, so er- 
imaginäre Einheit zurückführen lassen, so ist gibt sich: 
es möglich, jede imaginäre Zahl mit Hilfe von a-\-bi := a-^-O-i = a 

\/ — 1 auf die Form a + ^ • V — 1 zu bringen In Worten : 

[verg . u ga e , e)j. „Eine komplexe Zahl geht in eint 

reelle über, wenn ihr imaginäre- 
Glied verschwindet" 

Erkl. 58 a. Die a 1 1 g e m e i n e F o r m der Sind beide reellen Bestandteile gleich- 
Zahlen ist die komplexe. Dies ergibt sich zeitig gleich Null, SO wird aus: 
ohne weiteres aus der Erkl. 53. a + bi=^0 + 0-i=^0 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Eine komplexe Zahl wird zu Null. 

Erkl. 64. Dass a + 5,- = ist, wenn so- ^^f?« '^ ^^f% "^d ihr imaginäre^ 

wohl a = o als auch b = ist, lässt sich Glied gleichzeitig gleich Null wer- 

auch, wie folgt, beweisen. Die beiden Glieder den.^^ (Siehe Erkl. 5.) 

der Komplexen sind ungleichartig sie können g^ ^ man a = oo , SO erhält mau: 

sich also unmöglich gegenseitig aufheben, und es ' , 

kann daher nur dann die komplexe Zahl ver- a-\-bi =. co-\-bi =z <x> 

schwinden, wenn jedes Glied derselben gleich- nn^ f^y & — oo : 

zeitig gleich Null ist. ■ i. . i 

®® a -\- b I = a -}- OD' 1 =z CO 

In Worten: 

,,Eine komplexe Zahl wird unend- 
lich gross, wenn einer ihrer reellen 
Bestandteile (oder beide gleichzeitig) 
unendlich gross werden." 


Frage 25. Wann sind zwei kom- 
plexe Zahlen einander gleich? Antwort. Zwei komplexe Zahlen 

sind einander gleich, wenn sie sowohl 
in ihren reellen als auch in ihren ima- 
ginären Gliedern vollständig tiberein- 
stimmen. 
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Behauptung. 

wenn a = a und bi = ßi oder 6 = ^ ist 
« . , -g „. a ^ j rv j Beweis. Aus a-{'bi = a4-ßi 

OlI^^n\nUtf''' "^ '" ''''" "" ''° folgt "*«h Erkl. 55 : 

„Man kann Glieder beUebig von der einen ^^^j.. ö + 2>* — « — ^ = 
Seite der Gleichung auf die andere schaffen ' /a^a)-^{h — ß)i z=z Q (nach Erkl. 26) 

(transponieren), wenn man dabei ihre Vor- ^tt« /i /i\ --. /^ .. j 

zeichen umkehrt.« Wäre nun (b — ß)^0, so wurde 

(a — a) , d. h. die Differenz zweier 
reellen Zahlen gleich einer imagi- 
nären Zahl sein. Da dieses wider- 
sinnig ist , so muss (b — /?) = o , d. h. 
b = ß und demnach auch a = a sein. 


•i' • < ' 


3) Ueber das RiBchnen mit komplexen Zahlen. 

Anmerkung 6. Da die komplexen Zahlen zweigliedrige Ausdrücke (sogen. Binomien) 
sind, so werden die für das Rechnen mit mehrgliedrigen Zahlen in der niederen 
Algebra aufgestellten Gesetze auch auf sie angewendet werden können» solange 
hierdurch keine Widersprüche entstehen. 


a) Ueber das Addieren nnd Subtrahieren. 

Frage 26. Wie werden zwei (oder 
mehrere) komplexe Zahlen addiert? . Antwort. Die Summe zweier (oder 

mehrerer) komplexen Zahlen ist wiederum 
eine komplexe Zahl, deren reelles Glied 

Erkl. 66. Die allgemeine Formel für die g^^i^ der Summe der reellen Glieder 
Summe zweier komplexer Zahlen lautet: und deren imaginäres Glied gleich der 

{±a + hi) + {±a + ßi)= Summe der imaginären Glieder der ge- 

(+a±a)-\-(+h±ß)'i gebeueu Komplexen ist 

Denn man erhält für: 

(a -|- &i) + (« -|- ßi) = a-{-tt'\-bi-j- ßi = 
(a + a) + {h+ß)-f (nach Erkl. 26) 

Frage 27. Was gibt die Summe 
zweier konjugierten komplexen Zah- Antwort. Man erhält für: 

^^^^ (a+bt) + ia—'bi) = (a + a) + (6— 5).t = 2a 

Hieraus folgt der Satz: 

„Die Summe zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist reell." 


Frage 28. Was gibt die Summe 

zweier associierten komplexen Zah- Antwort Es ribt- 

len? 


(a+&o+(— «—2> ») = (»— ö)+(&—2')-* = 

In Worten: 

„Die Summe zweier associierten 
komplexen Zahlen ist gleich Null." 
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Frage 29. Wie werden zwei kom- 
plexe Zahlen von einander subtrahiert ? Antwort. Die Differenz zweier kern. 

plexen Zahlen ist wiederum eine koni- 

Erkl. 57. Vorstehende Frage l&sst sich plexe Zahl, deren reelles Glied gleich 
auch wie folgt beantworten: ^^j, Differenz der reeUen GUeder und 

„Man subtrahiert zwei komplexe Zahlen von ^jeren imaginäres GUed gleich der DÜ- 

emander, mdem man^as reelle Glied des Sub- « , ® . . „ rii- j j 

trahendus zu dem des Minuendus und das ^renz der imaginären Glieder der ge- 
imaginäre Glied des Subtrahendus zu dem des gebenen Komplexen ist. 

Minuendus mit entgegengesetztem Vorzeichen Denn man erhält* 
addiert. ^ 

ia + hi)-'-(cc + ßt) = a + hi—a—ßi 

Erkl. 58. Die allgemeine Formel für die (^^^ Erkl. 28a) 

Differenz zweier komplexen Zahlen lautet: oder: = (a — a) + (Z> — fi)i 

(±a±ht)^{±a±ßf)= (nach Erkl. 26) 

(±a + a) + (+b + ß).i 

Frage 80. Wann ist die Differenz 

zweier komplexen Zahlen gleich Null? 

Antwort. Die Differenz zweier kom- 
plexen Zahlen ist gleich Null, wenn das 
reelle Glied des Mnuendus gleich dem 
des Subtrahendus und zugleich das ima- 
ginäre Glied des Minuendus gleich dem 
des Subtrahendus ist 

Behauptung. 

wenna = a und ßi=^hi oder /J = 6 ist 
Beweis. 

(a + feO — («+i*0 = (a — «) + (& — /J)Ä 
(nach Antwort auf Frage 29) 

Ist nun a=^a und ß = b, so erhält 
man für: 

(a + 60 — (« + /»t) = (a + 6») — (a + fti) = 
(a — a) + (& — &)» = + 0« ==0 


Frage 31. Was gibt die Differenz 

zweier konjugierten komplexen Zah- 
len? Antwort. Man erhält lur: 

(a-j-hi) — {a — hi) = a-\-bi — a-^-hi 

Erkl. 59. Ist die Komplexe (a-^bi) der (»a«^ Erkl. 28 a) 

Minuendus, so erhfilt man als Differenz eine oder: =-|-25t 

negative imaginäre Zahl. Hieraus ergibt sich der Satz: 

Denn es gibt: „Die Differenz zweier konjugierten 

ia^bo^ia + bO = ^-^^- - ^^^^ ^^^^ komplexen Zahlen ist imaginär.^^ 

oder: __ _25i 

Frage 32. Was erhält man für die 
Differenz zweier associierten kom- Antwort. Es gibt: 
plexen Zahlen? ^^ ^ 2,,.^ — (~ « — bi) = a + bi+a + bi 

(nach Erkl. 28 a 
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Erkl. 60. Ist die Komplexe (—a — ht) oder: =2a + 26a 

der Minuendns, so erhfilt man eine negative , . 
Differenz. Q- 1- : = 2 • (a + 50 

Denn es gibt : (i^ac^ Erkl. 26) 

(_a~-i)»)-(a + 50 = -» — &*■ — « — &'• ^^ Worten: 

= — 2 . (a + 5i) „Die Differenz zweier associierten 

komplexen Zahlen ist wiederum eine 
komplexe Zahl." 

a) Gelöste Aufgaben. 

Angabe 18. Nachfolgende Ansdröcke 

sollen auf ihre einfachste Form gebracht . -.. /a« i. j- a i i 

werden- Auflösungen. (Siehe die Anmerkungen 4 

und 6.) 

a) (y^-|-V^ir25)_|-(y'ir49 — 2 . \/l44) ») Sondert man zunächst die imaginäre 

I /. ,/ — KT . ,/^7\ Einheit ab und zieht man die Wurzeln, so 
+ {t'V-^i-t V64) ^^^^^ j^^ f^. 

(/36-f \/=^ + (\/=^ — 2 . l/lÖ) 
+ (t \/^=^ — * 1/64) = 
(6 + 60 + (7» — 24) + (9*2 — 80 

oder, weil t^ = — i ist [siehe Frage 4, c)]: 
= (6 + 50 + (-24 + 70 + (—9 — 80 
Nach Antwort auf Frage 26 gibt aber: 

(6 + 50 + (— 24 + 70 + (— 9 — 80 

= (6 — 24 — 9) + (5 + 7 ~ 8).i 

oder: 

= — 27 + 4t 


b) 13 • i/ — 36ag 4- 4 - "l/^^I^^ ^) ^^^h der Absonderung der imaginären 

; \ • K ' ' V 8 / Einheit und nach dem Ausziehen der Wurzeln 

+ (7a6 . y'^l^ - 8a . V^le) 
= r3.6.a.» + 4. 2-•62^ 

+ /^6.&«.y — 6.a.9.A 
+ /^7a6. ^^^ — 8a.4.A 


oder: 

= (18at + 6&2) + (752_-54a0 

+ (2862 — 82 aO 
Die Summe dieser komplexen Zahlen ist 
nach Antwort auf Frage 26: 
= (662 + 762 + 2862) + (18a — 54a — 32a). a 

oder: 

= 4262—68(11 
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c) (—ai ' V— d* + & . V — a2)-j- c) Man erhält für: 

oder: 

= (- ah^i^ + aht^ + (ab^ — abt) 

oder, weil $ ^ = — l ist: 

= (a62 + a6i) + (afe2— a5t) 

Die Summe dieser koiy agierten Kom- 
plexen gibt nach Antwort auf Frage 27 : 

= +2a52 


d) (0,6 + 0,8i)-(^|-^l/~0,64) 


d) Es ist: 


(0, 


fi + Oßi) - (j-V- 0,64^ = 


(0,6 + 0,8») — (0,6 — 0,80 = + 1,6 f" 
(nach Antwort anf Frage 31) 


e) (- 2 . v'iÖÖÖÖ + 4 /2 . >/=Tt)) - e) Es gibt der Minuendus : 

(2iY~81^— ^.^^) (-2.\/IÖÖÖÖ + 4i2.-v/=^) = 
^ * "^ (—2.10 — 4.61) 

weil i^ = — 1 ist, oder: 

= (— 20 — 240 

und der Sabtrahendiis : 

(a.Y^Sl + ll^^^) = (2,-.9,-4.5.5. 

weil -r = — t ist [siehe Frage 4, a)], oder: 
= (— 18 — 22t) 
Mithin erhält man für: 

(— 2 . \/ 10000 + 4 j2 . V — ö6) 

_(2.-.^=rii+jLJ^) 

= (— 20 — 24») — (— 18 — 220 
= (— 20+ 18) + (—24 + 22). I 

(nach Erkl. 58) 

== —2 — 2» = — 2.(1 + 

(nach Erkl. 26) 


oder: 


f) v'-49 + [(4-V-64)-(v-100 + 5.^A)] 

— [(3 . \/^=^ + 4 . \/5l2) + r V 32 — y - 2-^jJ 


f) Man erhält nach Absondemng der ima- 


ginären Einheit für: 
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V =1» + [(4 - V =^ - ( \/~m + 5 : Y^ i)] 

- [(3 • V^^^SÖ + 4 . \/612 + ( v/ä^ - y- 2 i)] 

= «. V49 + [(4- »• Vu)-(i . VlOÖ + 5 • y^^)] 

- [(3 .• • v/^^26 + 4 . V 512) + ( V'32 - .• . "1^1-)] 

-(»•■Yf-»"Yi) 

oder, wenn man die Wurzeln zieht und für 
»■* = — 1 setzt: 

=:7;+[(4-8»)-(10.- + 2)]- 

[(16. + 82) + (2-«.)]-(4, + ?5) 

oder nach den Antworten auf die Fragen 26 
und 29: 

. =r 7* + (2— i8o;— 
oder: 


d. i.: 


--381--28A.- 
= -(881 + 28^,) 


g) (2+V^-9)-{(l- V--144) + [(2+V-lüÖ)-(3~y~169)] + (4+\/=r57^ 

~{(5~V=^)-[(e+V=^6)~(7--V-40oO] + (8+V=:i96)} 

g) Es gibt nach dem Ausziehen der Wurzeln: 
(2 4- V I--9) ~ {(1 - V =T44) + [(2 + V^=^TOO) - (3 - \/=n[69] + (4 + V^^T^)} 

— {(5 — V^^ — [(6 + V =^) - (7 — \/^^^^4ÖÖ)] + (8 + \/=^T96)} 
= (2 + 3i)-{{l-120 + [(2 + 10i)-(3~180] + (4 + 24i)} 
^ 1^6 - 2 /) ~ [(6 -f. 6f) - (7 - 200] + (8 + 14 1)} 

oder nach Auflösung der runden Klammern 
= 2 + 3*~{l — 12«4-[2 + 10* — 3 + 13«]+4 + 24i} 

— ^5 _ 2 / — [6 + 6 1 - 7 + 20 1] 4- 8 + 14«) 

oder kürzer: 
= 2 + 3 f — (5 + 1 2 1 + [— 1 + 23 ij } — { 13 + 12 1 — [— 1 + 26 1]} 

sodann nach Auflösuug der eckigen Klammern 
= 2 + 3/ — {5 + 12 « — 1+23/} — {13 + 12 t+l — 26 1} 
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und nach Vereinigong der Glieder in den 
Elammein : 

= 2 + 3t — {4 + 35»} — (U- 14t} 

endlich nach Auflösung der letzten Klammem: 
=:2 + 3t--4 — 86»~14+14» (nach Erkl. 28a) 
d. i.: 

=: _16— 18f 

oder: 

=: — 2. (8 + 9f) (nach Erkl. 26) 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

. Aufgabe 19. Es sind die nachstehenden 

Ausdrücke auf ihre einfachste Form zu 

bringen : 

s 

a) ( \/l2l + V~— 289) + ( \/729 - 2 • V— 256) + (» • \/— 225 — 1 • "/SS) 


Andeutungen. 

a) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 18, a). 


b) (2 . 1/125 + 3 . V— 16) - ^— -^ . V'— 729 + \/- VAl\ 


b) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 18, e). 


>) (_2.y^-la26* + 3.lJ/-^a6)-h(4.Y^ + a./-ft*) 


c) Auflösung mit Hilfe der Antwort auf 
Frage 82 durchzufuhren. 

d) (046 + V^^m) - (w - '■» ■•) Au*,ta ?S°^ '™"* '^ *°"'"°°* "" 

_[(,.^sr+/-4J)-(^-ai+.)] 

e) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 18, f). 

{) (3 + v/i::iÖÖ) — ((4 - V^ 256) + [(5 + V— 1296) — (6 — \/— 900)] 

— [(7 — \/— 625) + (8 + \/=^0] — (9 — T/— 629)} 

f) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 18, g). 

g) Auflösung mit Hilfe der Antwort auf 
Frage 27 durchzuführen. 
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b) lieber das Multiplizieren. 

Frage 33. Wie werden zwei kom- 
plexe Zahlen miteinander multipli- 
ziert? Antwort. Man erhält (nach Erkl. 36) 

für: 

Erkl. ei. Da sich imagmäre Zahlen mit (a + bi)'(a + ßt) = aa + bia + aßi + hßi^ 

reellen multiplizieren lassen (vergl. Erkl. 84), oder weil /* = 1 ist: 

80 lässt sich das Produkt zweier komplexen ' , xa\ t / v i o\ - 

Zahlen nach der fftr das Produkt zweier mehr- — (a « — &/S) + (« ö + a/9) • t 

gliedrigen Grössen aufgesteUten Kegel ent- Hieraus ergeben sich die Sätze: 
''^^^^^- 1) „Zwei komplexe Zahlen werden 

ErkL 61a. Die allgemeine Formel des miteinander multipliziert, indem 

Produktes zweier komplexen Zahlen lautet: man jedes Glied der einen Kom- 

i±a + bt)'(±a + ß{)z= plexen mit jedem Gliede der 

(±a€(^:hß)'\-(±c(h±aß)'i anderen multipliziert und die 

Produkte addiert" 

Erkl. 62. SoUen mehr als zwei komplexe n\ -rv -n ;i i j. • i i 

Zahlen miteinander multipliziert werden, so 2) „Das Frodukt zweier komplexen 
multipliziere man zuerst irgend zwei derselhen Zahlen ist wiederum eine kom- 

und die sich hieraus ergehende Komplexe mit plexe Zahl/' 

der dritten u. s. f. 


Frage 34. Wie wird eine Komplexe 
mit irgend einer 

a) reellen, Antwort. Eine komplexe Zahl wird 

b) imaginären mit irgend einer (reellen oder imaginären) 
Zahl multipliziert? Zahl multipliziert, indem man jedes Glied 

der Komplexen mit der Zahl multipliziert. 

Erkl. 68. Das gleiche Resultat wie in (Dies folgt aus Erkl. 34.) 

nebenstehender Antwort erhält man, wenn man J]s gibt: 

in dem Produkte (a 4-^0 '(ff + /'*) ^ /) = 0, / i r ^ i r- 

bezw. für « = setrt. Ist ß = 0, so ergibt , (a + fet).« = a-« + «bi 

sich: ''und 

(a + li).(a + ßt) = (a + btra (a+bt^ßi = aßi+bßi^ =z aßi-^bß 

= (aa — b*0)'{'ab-{-a*0)i 

(nach Antwort auf Frage 33) 
oder : 

= aa-\'abi 

Ist « = 0, so erhält man: 

(a + bi)'(a + ßi) =z{a + bt)'ßi 

= (a-O — &/J) + (0.6 + aß) i 
oder: 

= ^bß + aßi 

Frage 35. Was erhält man für das 
Produkt zweier konjugierten . , . t^ . ^ 
komplexen Zahlen? Antwort. Es ist: 

(a-\-b{)'(a — bi) = (a'a + b-b)-{-(ab — ab)i 

Erkl. 64. Dasselbe Resultat wie in neben- oder: 
stehender Antwort erhält man bei Anwendung = a^ + 62 

der Erkl. 87. ffiemach gibt: Hieraus ergeben sich folgende Sätze: 

{a + 6»).(a — bi) =za^ — (bty = o» — 6«|2 ® ^ 


= «2^-52 


1) „Das Produkt zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist reell." 
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Erkl. 65. Die reelle , durch (a-^bt) und 
(a — bi) teilbare, stets positive Zahl (a2-[-fe2) 
wird nach Gauss (Theor. resid. biqu. 30) die 
„Norm" der Komplexen (a + ^O bezw. (a — bt) 
genannt. Die positive Quadratwurzel aus dem 
Produkte zweier konjugierten komplexen Zahlen 
wird nach Cauchy (Anal, algebr.) mit dem 
Wyrte „Modulus" oder „Modul" bezeichnet. 
Der Modul der komplexen Zahlen (a-^-bt) 

bezw. (a — bi) ist demnach V a^ -f- bK (Vergl. 
auch Antwort auf Frage 55.) 

Erkl. 66* Die Norm ist gleich dem Qua- 
drate des Modulus. 

Erkl. 67. Da die Norm von (a-]-bt) gleich 
(«2-1-52) xmd die von (a — bt) ebenfalls gleich 
{a^-f-b^) ist (nach Erkl. 65), so ist die Norm 
des Produktes von (a -\- b i) • {a — b i) gleich 
(o2-|-t2).(a2 + 5«) = (a2 4-62)2. Allgemein 
erhält man als Norm des Produktes der beiden 
Komplexen (a^bi) und (a-^-ßt) die Zahl 
(a-a — bß)^-{-{itb-\'aß)* (siehe Antwort auf 
Frage 33). Denn setzt man hierin f tir a = a 
und für ^ = — b, so erhält man: 

(a:2 4- &2)2 -}- (afe — a &)2 = (a2 + &2)2 
wie vorher für die Norm von (a + b»>(« — bi), 

Erkl. 68. Die Worte „Norm" und „Modulus" 
stammen aus dem Lateinischen. Ersteres be- 
deutet „Richtschnur", letzteres „Maass". 

(Vergl. auch Teil C.) 


2) „Das Produkt zweier konjugierten 
Zahlen ist gleich ihrer Noriij 
(oder gleich dem Quadrate ihrer 
Moduln)." 


Frage 36. Was erhält man für das 
Produkt zweier associierten kom- 
plexen Zahlen? 


Antwort. Man erhält für: 

(a-\-bi)'( — a — bi) = — a* — abi — abi 

oder, da i^ = — 1 ist: 


— b' / - 


Frage 37. Was gibt die Norm 
(der Modulus) des Produktes zweier 
(oder auch beliebig vieler) komplexen 
Zahlen? 

Erkl. 69. Das Quadrat der Summe zweier 
Zahlen ist gleich der Summe ihrer Quadrate, 
vermehrt um das doppelte Produkt der beiden 
Zahlen. 

In Zeichen: 

(a + b)^=z a2 + 62-f-2a& 

Erkl. 70. Das Quadrat der Differenz 
zweier Zahlen ist gleich der Summe ihrer Qua- 
drate, vermindert um das doppelte Produkt 
der beiden Zahlen. 

In Zeichen: 

(a— 6)2=:a2-fd2_2a6 


Antwort. Die Norm des Produktes 
der beiden komplexen Zahlen (a-j-tO 
und (a-f"/^0 i^t ^^^^ Erkl. 67 die reelle 
Zahl: 

(aa — 6^)2 + («5 + rt/5)2 

Löst man die Quadrate auf, so er- 
gibt sich: 

(aa — 5/9)2 + («& + a/J)2 = a2a2 + b^ß^ 

^2aabß-\-a^b2-{-a^ßi + 2aabß 
(nach den Erkl. 69 und 70) 

oder : 

= (a2o2 + «2 J2) _|_ (a2^2 4. hißiy 

oder nach Erkl. 26: 

=^ «2 . (a2 ^ 52) ^ ^2 . («2 + fc2) 

d. i.: 

= (a2 + 62).(«2-|_;j2) 
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Erkl. 71, Das in der Antwort auf Frage 37 Hieraus folgt der Satz : 

entwickelte Gesetz lässt sich auf jedes Produkt j^. xt^,«« ^^« t>«^;i„k4.^« „^^;«« 

von zwei, die Summe zweier Quadrate darstel- v^^^ Norm des Produktes zweier 

landen Zahlen anwenden; dieses Produkt ^ard (oder beliebig Vieler) komplexen 

immer gleich der Summe zweier Quadrate sein ; Zahlen ist gleich dem Produkte 

z, B. gibt : g^^g ^Qj^ Normen der einzelnen 

(52 + 62).(424.3^ = (6.4 ^6.3)2 Faktoren." 

denn: "^ (4.6 + 6.3)2 = 22 + 392 j-^^^ ^j^.^j^^ ^^.^^ ^^^^^^ ^^^ ^^^j^ 

22 + 392 = 4 + 1621 = 1525 für den Modul US des Produktes der 

Dasselbe erhält man aber auch auf folgendem, Komplexen (a + ^O ^^^ (« + /^0- 
einfacherem Wege. Es ist: i/(aa- &/9)2-i- («5 + a/?)2 = 

(52 + 62).(42+32) = (25 + 36).(16 + 9) '' ^ ' ^/^4rr2 y/:jMli2 

In Worten: 

„DerModulus des Produktes zweier 
(oder beliebig vieler) komplexen 
Zahlen ist gleich dem Produkte 
aus den Moduln der einzelnen 
Faktoren."] 


= 61-25 = 1525 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 20. Nachstehende Produkte 
sind auf ihre einfachste Form zu brmgen: Auflösunffen. 

a) (18 — I i/ä") . 1/1127 *) N^<^h der Antwort auf Frage 34 erhält 

man für: 

(18 — i v^3 ) . \/^^^ = 18t \/27 - »2 . l/ä"- V'27 

oder, wenn man den Hadikandus 27 in zwei 
Faktoren so zerlegt, dass wenigstens die 
Wurzel gezogen werden kann, und die 
Erkl. 9 berücksichtigt: 

= 18f . V^ — i^'V^ 
d. i.: 

r=:64tV3'+9 
weil i^ = — 1 ist. 


b) (9— V — 144). (3 + 50 b) Für: 

(9—1/— 144). (3 + 6t) 
kann man auch schreiben: 

(9 — 12t*). (3 + 6t') 

und dieses Produkt gibt nach der Antwort 

auf Frage 33 : 

= 9.3 — 12t-3 + ».5t - 12t.6t = 

(27 + 60) + (— 36 + 45)1 

d. i. : 

= 87 + 9» 


c) 4 . V— 2,25 . (3t . V— 2,56 — 2 • V— 2,89) 

c) Nach Absonderung der imaginären 
Einheit erhält man für: 

4 . V ^ 2,26 . (3t . V— 2,56 - 2 • V- 2,89) = 4t • V2^ • (3*^ • V^2;56 — 2t • l/pÖ) 
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and wenn man die Wurzeln zieht und nach 
der Antwort auf Frage 34 aosmaltipliziett: 
= 4.1,5.8.1,6.t8 — 4.1,6.21,71« = 

28,8 f 8 — 20,4 >- 

oder, weil **== — 1 und /' = — i ist (siehe 
Antwort anf Frage 5): 

= 20^ — 28,8» 

d) (3./9'~6t2.v/=ri).(v^8i + \/=l9) d) Es gibt: 

4 

(3 . /9 "-- 6t2 . /— l) . ( /81 + V— 49 = 

(9 — 6»8) . (3 + 7m 
oder, weil t" = — i ist: 

= (9 + 60 -(8 + 7*) 

Nach der Antwort anf Frage 33 erhält 

man aber für: 

(9+60-(3+7t) = (9.3 — 6.7) + (8.6 + 9-7). 

= (27 — 42) + (18 + 63)r 

d. i.: 

= — 16 + 81t 


•) (l-^+/-?f)-(«Y5-|-v=®j) 


e) Zunächst erhält man nach der Ab- 
Bonderong der imaginären Einheit nnd nach 
dem Wurzelziehen für: 

\r^ + -r) • V"^ — r) 

also zwei konjugierte komplexe Zahlen. 

Ihr Produkt gibt nach der Antwort aoi 
Frage 85: 


oder: 


=m+m 


6,25 &2 , 1,96 

+ 


a2 ' a2 
oder nach Erkl. 26 : 

= -1.(6,2552 + 1,96) 


^ V 2 +y 4/ V 2 V 4c) t) Nach der Antwort auf Frage 33 gibt: 

= + ._..^+^.;/Z|_(V_.)- 

oder: 

= +t-(-t) =+I+I =+- 
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g) Man erhält nach Erkl. 35 für : 
= 2».y 6y . VT—SiVT'-V^ 

— 4»2 . >/84ä • \/f — 2 . y 5 y • »2 . y 5 y 

+ 8 -ll/öy • »^ • l/7"+4»8 . y ßy ' 1/848 
oder nach Erkl. 9 : 


= 2 » . y y . 7 — 8 1 . 1/ 7 « — 4 » 2 . 1/2401 — 2 1 « - y (^6 y V 

+ 3i« . y^ + 4»» . y y . 843 


oder, wenn man die Wurzeln zieht und für 
f 2 = — 1 und f ^ = — t setzt: 

= 12» — 21i + 196 + 10y— 18 — 168» 

oder vereinigt: 

= 188y — 177» 


h) (x — y — 2r«) • (— ^ — y + «0 


h) Wenn man die erste Klammer zunächst 
nur mit dem ersten Gliede der zweiten multi- 
pliziert, so erhält man: 

(x — y — zi) • ( — x) = — a?2 -|- a:y -f- xzi 
(nach Antwort anf Frage 84) 

und wenn man die erste Klammer nur mit 

dem zweiten Gliede der zweiten mnltipliziert: 

(a? — y — «»■) .(— y) = --xy+y^ + yzi 

und wenn man sie schliesslich nnr mit dem 
letzten Gliede multipliziert: 

(x — y — zi) • (+2^0 = ÄT^f« — yar» -f- z^ 
FolgUch gibt: 
(fc — y — zt)»( — x-{-ff-\-zt) = — a?2 _j_ ajy _j_ 
xzi — xy'^y'^'\-yzi-\-xzi — y «» -f" ^ 

oder vereinigt: 

= «2 + y2 -|- «2 -|" 2a?«» 


i) Nach ErkL 36 gibt: 
(/_-^-8 . \/| + 8') • (12 • \^-T+ V/48-2 . \/^) 
= 12 ,-2 . v^ . -yAl _ 86 ,■ . -y/| . "\/i- + 86,* . -y/l 
+ «• V'2i- yü — 8- y y- Vi8 + 3t- V'« 
-2.-«.V/2iY| + 6.-y^.y|_6.t.y| 
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Das Rechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 


Erkl. 72. Man erhält für: 
yllöä = V^579 . 2 = 24 . \/2 
\/72 = \/36^ = 6 . V'2" 

1/48 = /leTä = 4 . \/3" 

l/2 = 1,414 

y^ = 0,408 

\/5'= 1,732 

ErkL 72 a. Genü^ ein nnr auf 8 Dezimal- 
stellen genaues Besultat, so ist: 

-2.(8 + 9\/2"+12y^) + 

12i(-l + 2\/2"+ v/3) = 

— 2 . (8 + 12,726 + 4,896) -f 

12« (— 1 + 2,828 + 1,732) = 

— 51,244 + 42,7201 


und wenn man «* = — 1 setzt und nae: 
Erkl. 9 verfährt: _ 

= - 12 . \/4 - 36 ♦ . y^ _ 86 . y -i- 

+ i- \/Il52 — 3.\/72 + 3» V^ 

+ 2. v/16 + 6» \/r+6y^ 

und, falls man^soweit als möglich die Worzek 
zieht (siehe Erkl. 72) und für \/T=z l setzi: 

= — 24 — 18» — 36.y -i- + 24» V2 

-.18\/2 + 12» \/3'+8 + 6t + 12Y^-^- 
oder vereinigt: 

= — 16 — 18 . vT— 24 . y Y — ^2» 

+ 24t \/W+12i V"3 


oder: 


V4) 


+ 12»(— 1 + 2.\/2 + ys) 

(siehe Erkl. 72 a) 


rechnen. 


Aufjgabe 21. Es ist die Norm und der 
^if^^^ ^^^ komplexen Zahl 3 + 4« zu be- . Auflösung. Nach Erkl. 65 ist die Norn 

^^^ 3 + 4f die Zahl: 

32 + 42 — 9 + 16 = + 25 
und der Modulus die Zahl: 

\/+26 = +5 

weil letzterer ebenfalls stets positiv ^ 
nommen werden muss. (Vergl. Abschnitt Ct 


Aufgabe 22. Es ist die Norm und der 
Modulus des Produktes der komplexen Zahlen: Auflöiung. Nach Erkl. 67 ist die Norm 

die reelle Zahl: 

(2.3 — 2. vT. 6)* + (3 . 2 • 1/3"+ 2 . 5)- 
oder nach der Antwort auf Frage 37: 

= [2« + (2.\/r)']-l3« + (5)«] = 

(4 + 12) . (9 + 25) = 16 • 34 = 
und der Modulus die reelle Zahl: 

V + 644 = 23,89 • • • 
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ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufigabe 23. Man soll die nachfolgenden 
Produkte auf ihre einfachste Form bringen : Andeutungen. 

a) (0,2 + i YÖfii) . \/— 0,09 a) Auflösung analog der Auflösung von 

Aufgabe 20, a). 
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\.\ fa Ol/ — ^"^ To . Q 1 / 1 ^ ^) Auflösung aualoff der Auflösungr von 

b) (3 -2v - 1) • \2-i-3- y --; ^^^^^^^ 2^^ j^^^ 

c) Ty . /Sl - »2 . V^^^Tii\ . T-^ . 1/324 — 2 . V =^^ 

c) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 20, e). 

,v ( L _i_ 1 / l\ ( ^ 1 / __]\ d) Auflösung analog der Auflösung von 

^^V 3'V ^)\ 3"^V 9/ Aufgabe 20. f). 


e) 


(\ ~ar+ vy- V-a:y-y — |-).l/— a^y 


f) (a — & — ci') • {a-{-h-\- ci) 


e) Auflösung nach der Antwort auf 
Frage 34 durchzuführen. 

f) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 20, h). 


g) (2 . l/-'6 + 3 . y |-_4/) . (5 . /-6- 7 . y|-4-ia;) 


g) Auflösung analog der Auflösung von 
Aufgabe 20, i). 

(Für y +1 ist + 1 zvL setzen.) 


h) (i + ,v(_i_o.(-Y^l+yrT).(+y^|_^_|) 


h) Man multipliziere zunächst die beiden 
ersten Klammern und darauf die beiden 
letzten Klammern und schliesslich die aus 
beiden Produkten sich ergebenden Werte 
miteinander (nach der Antwort auf Frage 33) 
und vereinige das Gleichnamige. 


Aufgabe 24. Es ist die Nonn und der 

Modulus der komplexen Zahl: Andeutung. Auflösung analog der Auf- 

14 — \/— 29 lösung von Aufgabe 21. 
zu berechnen. 

Aufgabe 26. Es ist die Norm und der 

Modulus des Produktes der komplexen Zahlen: ..^ a^.. i.ja^-^ 

. /— . ^ AndentnAg. Auflosung nach der Antwort 

(1,5-20, (V8 + V- 6) und(-4-« V20) auf Frage 37 durchzufiihren , wie in Auf- 

zii ermitteln. gäbe 22 gezeigt wurde. 


c) üeber das Dividieren. 


Frage 38. Wie werden zweikom- 

plexe Zahlen durch einander divi- , ^ ^ rr - \ 1 rr ,., 
diert? Antwort. Zwei komplexe Zahlen 

werden durch einander dividiert, indem 

Prki "Tft nar wo,^ o;«^o Ti.«ov.^« ««^« ♦ ^^^ sowohl den Dividendus als auch 

ciriu. tfS« i;er Wert emes Bruches ändert j -rk. . .. ■• t^ • • j. j 

sich nicht, wenn man den Zähler und Nenner ^^^ DlVlSOr mit dem Konjugierten des 

desselben mit derselben Zahl maltipliziert. letzteren multipliziert. 
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Hiernach ist: 

a + hi _ (a4-&/)»(tt — /gt) 

Erkl. 74. Die allgemeine Formel für die , . ^^^^ ^^^^' ^^^ 

Division zweier komplexen Zahlen lanlet: Oder: 

+ ^ + H _ (±aa±hß) , (+ah + aß)i =. (a„ + hß) + iab--aß)f 

-^ -^ ' ' '^ (nach den Antworten auf die Fragen 33 u. 35. 

oder, falls der Quotient der beiden Kom 
plexen als eine komplexe Zahl dargestellt 
werden soll: 

_ (aa-\-hß) (uh-aß)i 
~" (c^ + ß^ "^ «* + /?- 


Frage 39. Was erhält man bei der 

Division zweier konjugierten kom- . . j. nr v«ii. m 
plexen Zahlen? Antwort. Man erhält für: 

a-\-l>i (a-\-hi) ■ (a-\-hi) 

a — bi (a — hi) » (a-\'bi) 

(nach Antwort auf Frage 38) 
oder : 

Erkl. 74a. Ist (a + bt) der Divisor und _ a^—b^ + ^abi 

(a — bi) der Dividendus, so erhält man: — ^2^.2)2 

«- ^*' _. (g~&*) '(a — bt} __ (nach den Erkl. 69 und 37) 

a + bi (a+bi) . (a - bi) ^^^^ g^^^J^. 

a2^&2^2abi _ a^ - h^ 2abi_ a2 — &2 ^abt 

a2 -f- 62 "~" a2 -|_ 2)2 a'i-\-b^ = ^2-|-2»2 ' a^-j-fr^ 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Der Quotient zweier konjugiertec 
komplexen Zahlen ist komplex.'- 


Frage 40. Wie wird eine komplexe 
Zahl durch eine 

a) reelle, Antwort. Eine komplexe Zahl wird 

b) imaginäre durch eine (reelle oder imaginäre) Zahl 
Zahl dividiert? dividiert, indem man sowohl das reelle 

als auch das imaginäre Glied der Kom- 
Erkl. 76. Dasselbe Resultat wie in neben- plexen durch die Zahl dividiert, 
stehender Antwort erhält man auch aus der tp_, . . v,'ä**i««i» 
Antwort auf Frage 38 wie folgt ^^ ^^^ üiemacn: 

a4-bi a + bi _ a .bf 

Setzt man in ^-— - fttr « = 0, so erhält ~ ~ T" "> "TT 

(t-\-ßt •* « « 

man für: „ , , . „i%j ^^^^ 

JLtAl. = JLr^ a + bi a , bi 

und für die in der Antwort auf Frage 38 ge- q^^^ . 

gebene Lösung: ai b 

(aa + bß) + (ab — aß)i _ (0 + bß) + (0—aß)i = F"^T 

. «2 + ^ - + /J2 ^ 

"• ^•- j- ^ß^ weil -7- = — » (nach Antwort auf Frage 4a) 

, "^W ß~ ist. 

oder : 

_ b ai 
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Setzt man dagegen /^ = 0, so gibt : 

a-f-6» a-\-hi 

a-\-ßi « 

und 

(aa + hß) + (ab — aß)i __ (a« + 0)+(«6 -0)t 

d. i.: 

aa (thi 

oder: 

a . hi 


a a 


Frage 41, Wie wi^d eine (reelle 

oder imaginäre) Zahl durch eine a j„ j. tt.« / n j • 

komplexe Zahl dividiert? , ^^^?^' ■ f "!? ^^f"? ""^f "^" 

*^ näre) Zahl wird durch eme komplexe 

K kl 7« z d 1 *ch Er bn' wie ^^^ dividiert, indem man erstere mit 

in nebenstehender AS?wort''gdLgt m.^"^^^^^ ^f^ Konjugierten der gegebenen Kom- 

wenn man in : plexen multipuziert und durch die Norm 

a + b» _ (ait + hß) + {ub — aß)i der letzteren dividiert 

ic-\-ßi "^ «2 +"7* Denn es ist: 

(siehe Antwort auf Frage 88) g _ g « (« — />«) 

fl = 0, bezw. b = setzt. Ist g — 0, so er- u-\-ßi "" (« -f- />,').(« —^ ^°**^ *''*"* ^^^ 

hält man: ndpr 

■'■ _ bß + abi femer: 

"" g« -(- ^ &»' bi' (li — ßt) _ ubi-{-bß 

Ist 6 = 0, 80 ergibt sich: « + /J** "" (« + ^0- («--^») ~ «^-h^* 

g _ (g« + 0) + (Q — ^'Z^)*' 

a + ßi — «--f/*^ 

d. i.: 

g« — aßi 

■" «« + /J* 


Frage 42. Was erhält man für das 

Reciproke einer komplexen Zahl? . , x -n -u* i j 

^ ^ Antwort. Es gibt nach dem m 

voriger Antwort aufgeführten Satz: 

1 g — bi g — bi 

a + bi "~ (g + 6f)(g — 6») "" a« + &2 

(siehe Erkl. 15) 
und 

1 a + bi a+bi 


a — bi (a—btjia + bt) "" a^ + b^ 

In Worten: 

„Das Reciproke einer komplexen 
Zahl ist gleich dem Konjugierten 
der letzteren, dividiert durch ihre 
Norm." 


Krüger, Das Rechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 
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Frage 43. Was gibt das Produkt 
zweier konjugierten komplexen 

Zahlen, dividiert durch die Norm Antwort. Man erhält fttr: 
der einen von beiden? (a + hi) • (a-^hi) ^ a^^h^ 

««4-62 a^ + b^ 

(nach Antwort auf Frage 85) 

oder: 

= 1 

In Worten: 

„Das Produkt zweier konjugier- 
ten komplexen Zahlen, dividiert 
durch die Norm der einen von bei- 
den, gibt 1." 


Frage 44. Was gibt die Norm 

des Quotienten zweier komplexen Zahlen? . , ^ t^. xt j /\ x- ^ 
^ Antwort. Die Norm des Quotienten 

Erkl. 77. Auf gleiche Weise, wie in neben- zweier komplexen Zahlen ^T,J. ist dir 
stehender Antwort gezeigt wurde, erhält man ii 7 >,i. ""TP* 

auch für den Modul na des Quotienten zweier reelle Zani: 

komplexen Zahlen — ' . die reelle Zahl: 1 r 1 v 


- / (a-tt4-b/g)g + (afe--a/g)g _ , f a* + d« Berechnet man die Quadrate nach den 

V (a2 4- fl2)2 ~" V «2-1-^ in den Erkl. 69 und 70 aufgeführten 

In Worten: Sätzen, so erhält man: 

„Der ModuluB des Quotienten zweier _a^a ^+b*ß^+ 2 attb ß-\-tt*b^+a 'ifl*—2aabß 
komplexen Zahlen ist gleich dem Quo- («2 _|- ßi) . («2 -|- ^2) 

tienten aus ihren Moduln." ^^^j. vereinigt: 

__ a2a2 -I- ft2^ -f gib* -f gißi 

- („2 4. ßi) . („2 _|_ ßi) 

oder nach Erkl. 26: 

_ a2 («2 4- ßi) - I- fc2 . (a2 -I- ^) 

(«2 4- ^2) . („2 ^ ß2) 
(a2 -I- 62) . («2 ^ ß2) 


d. i.: 


(«2 + /?2).(«2_|-^2) 
a2 -h .62 


«2 + 

Hieraus folgt der Satz: 

„Die Norm des Quotienten zweier 
komplexen Zahlen ist gleich dem 
Quotienten ihrer Normen." 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 26. Es sind die nachfolgenden 
Quotienten auf ihre einfachste Form zu Anfloguniren. 

a) Nach der Antwort auf Frage 38 er- 
a) (—1 + 70 hält man für: 

0-+^^) (^14-7,') __ (-i4-7i').(i — 3»-) 

(1 + 8«) — (l + 8t).(l— 81) 
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Führt man nach den Antworten anf die 
Fragen 33 und 35 die Multiplikationen aus, 
80 ergibt sich: 

_ — l + 7t4-Bt + 2l 

"" 12 + 38 

oder vereinigt: 

• _ 20+ 10t 


10 


=: 2 + 1 


4-6. V-^ 

+ I+I/-I 


b) Es gibt: 





4_6.\/— 1 


(4-60 • (+1- 

-0 


+ 1+V-1 


(+l + *)-(+l- 

-») 




4— 6»— 4» — 6 

— 2~ 

10» 


■' 

12+12 — 

2 


d. L: 


-1-6* 



oder: 


-(1+50* 




1/2+V/-3 

1/2*— y^^ ^) ^^^^ erhält für: 

\/2^+\/=3 _ ^ (v^v/Z^)g 

v/2— V^^^ (\/2"- v/^^)-(l/2"+ \/^=^) 

(nach Antwort auf Frage 38) 

Erkl. 78. Für: ^^^^' _ 

1 9 _ _ 2 + 2* 1/6 — 3 

--g- + y*V6 - 2 + 3 

erhält man auf 4 Dezimahitellen genau: (""^^ Erkl. 69 und Antwort ^uf Frage 35) 

= — 0,2000 + 0,9796 * d. L : _ — 1+2* V"« 

■" 5 


oder: 


(siebe Erkl. 78) 


d) g+V^ ^»-V 


y—b a+ \/— 6 d) Der erste Summand gibt: 

a+ Y~b __ (g + l/^^) - (g + l/^^) _ a8 + 2a* \/fe"— fe 

(nach Erkl. 69 und Antwort auf Frage 35) 
und der zweite Summand: 
a^ y:zrb _ (g — V^^) - (g- V^^) __ a^ — ^ai Vb--}) 
a+|/:=T "~ (o + V^ZTfc) . (a — -v/ITft) "" a^+ft 

(nach Erkl. 70 und 87) 
Folglich erhält man für: 
a+ v/ITfe a^YZTb __ g« + 2a* y/fe"— 6 . gg — 20*1/6"— & 


a—v/-& a+V-6 «* + ^ »* + & 

oder, weil beide Brüche denselben Nenner 
haben : 

_ g» + 2g* Vb — & + g « — 2g* Vb— h _ 2g8 + 26 _ 2-(g8— 6) 
""■ g2 + 6" "" a» + b "" g2+& 
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(5 . 1/4+ V — 100) . (2i2 . ynr^^ioi y'^^^ 

10. \/2 

e) Sondert man die imaginäre Einheit ab 
und zieht man soweit als möglich die Wurzeln, 
so erhält man für: 

i? • V^^+ y_7^1^) - (2 *2jj/^25 — 1 f V^^) ___ (5-2 + 10i).(2>5i8~10ti) 

10. V 2" "" 10\/2" 

oder, weü i^ = — i ist (siehe Frage 5): 
_ (10 + 100(10— 1Q>) 

"" 10 . \/2" 

und, wenn man den Zähler nach der Ant* 
wort auf Frage 35 ansmultipliziert : 

100 + 100 ^ 20 
= ,^ oder = =r- 

10.1/2 Va 

oder: 

20 . 1/2" /— 

^ . 21, ^ = 10.1/2 


^ 4 . \/2 — y — 10 f) j^-ach der Antwort auf Frage 40 gibt : 

^""^*^ 4V2—V^^ IÖ _ 2\/2" y/lO 

Erkl. 78 a. Auf 3 Dezimalstellen genau gibt : (— 2 1) i 2 

,__ 1 , 1 oder: _ 1 _ 

+ 2t\/2 + ~VTÖ = + 2.1,414.» +—. 3,162 =^^2iV^+ ^ V 10 

= 2,828« + 1,581 1 , , 

weü — = — j" ist (siehe Erkl. 78a). 


fS) 
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(—2 + 8 V — 5) g) Es ist: 

49 49 .(— 2— 8 \/=^) 


(-2 + 3 1/— 5) (—2 + 3 v/Zr6).(— 2 — 3 \/~"o) 

[nach Antwort auf Frage 41, a)] 

oder: 

_ 49 ■ (— 2 — 8 \/— 5) 

"■ +4 + 46 

(nach Antwort auf Frage 35) 
oder: 

= -(2 + 31/6) 


h) _j' V^^ h) Man erhält für: 


(»'Y-I-»-v^ 


~4 — t 


wenn man die imaginäre Einheit absenden 
und die Wurzeln zieht Nach Antwort auf 
Frage 41, b) gibt: 

6» __ 6t» (—4+/) _ ^24t — 6 _ -^ 7 ^. t> 


— 4 — i (—4 — 1). (-4 + 16 + 1 17 17 


i) 
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12 — \/l8 — (2 V^+ 3 V^) i 


2-»l/6 i) Zunächst gibt: 

12— l/liB--(2\/8"+3'\/6)i _ (12- VlS — 2i VS — Zi y/ä") (2 + ♦ Ve ) 

2 — »l/6" "" (2 — »■ V6')-(2 + t \/60 

(nach Antwort anf Frage 88) 

oder aasmoltipliziert : 
_ 24— 2\/l8 — 4iV3"— 6tV6'+12»V6'— »T/T<^ + 2\/T8 + 18 


4H-6 
oder vereinigt: 

_ 42 — 10» v^sT+e» \/6 


10 
oder: 

= 44- — *\/8"+-I-»t/6'=: 44- — 4-*Vä"* (5 — 3 1/2 
5 'o 55 

Erkl. 78b; Man erhält für: (siehe Erkl. 78b) 

4- * V^' (5 — 3 . yW) = 4" • ' • ^732 . (5 — 3 . 1,414) 
o o 

^^®' • = 0,2 . 1,782 . 0,758». i = 0,263 i 

Demnach gibt auf 3 Dezimalstellen genau: 

4 4- — 4- * V^(ß — 3 l/2) = 4,2 — 0,263 i 
o 5 


o i/ 2" 1 /— k) Der Dividendus: 


i/l/— 24-3.l/:rä ^ V 3 4 ^"^ 

gibt: 


2-1/— 27 + --/^— 24 — 3. /- 3 


= 3.yC|.32-|i/3 


wenn man von 9 den Faktor 3 unter die 
Wurzel bringt (nach Erkl. 32), oder: 

= 3» Ve"- 4- V^öT 

4 

oder (nach Erkl. 26), weil 1/6"= \/2"- y/ä" 
(siehe Erkl. 9) ist: 

= 1/3". ^3» vY----^ 

und der Divisor: 

2 v"^^^ + y »V^^^ — 3 \/^=~3 

wenn man 27 in die Faktoren 3-9 und 24 
in 4-6 zerlegt, um wenigstens teilweise die 
Wurzeln ziehen zu können: 

= 2 . / . \/9^ + 4- »2 • \/4^ — 3» \/3" 

oder: 

= 6i \/3"— Vö"- 3»\/3"=3;V'3'— \/3'-\^2'= \/3"(3t — V2) 
Mithin erhält man für: 

^V-l-T^^ _ l/3--(3«V2 -l) _ 8.V2-I 

2.v/^=l7 + -»V=24-3.V'=^ ~ yS". (8»-V2") ~ 3.--J/2 


54 Das Eechnen mit imagin&ren und komplexen Zahlen. 

oder nach den Antworten auf die Fragen 38 
nnd 35: 

Erkl. 78c. Da V2 = 1,414 iat, so erhält , ^ ,1 ,.T^ ^ ^ y ^ 

man für: ^^^ ausmultipliziert : 

J^WK 16 109 -UU 16 t +4.^2"-6» + 2it + 27\/2 

3b2 *^ 332 ~" 382 332 ^ ^ Z 

= 0,464 — 0,046» 2 + ®^ 

oder vereinigt: 

- ^^ ^4* JiOg^ .^^J5^ 

"" 83 332 ^ 332 

(siehe ErkL 78 c) 


i) [2.\/343-3.y'|.-(7i/3 + 2v'-5)]:|^14y^|--»VT) 


Erkl. 78 d. Man erhält fttr: 


3 • y -|- = y 3« . y (nach Erkl. 32) = /Tö i) Löst man nach Erkl. 28 a die runde 

/— /— Klammer auf und zieht man soweit als mog- 

\ 15 . V6 = V5-- 3 = 5 . V3 (nach Erkl. 9) Uch die Wurzeln, so ergibt sich für: 

[2 . \/343-8 . y^- (7,: \/3"+2 . V^^=^)] : (u • ^f^-^' Vb^ = 

L 7~iVö J' 

und nach Antwort auf Frage 38: 

— _(if — 1^16 -^7*1/3"— 2tV 5')'(7+ i Vb) 

oder ausmultipliziert: 

— 98 — 7 Vl b — 49 iVF— 14tV5"+ UtVs"— 5f\/3"+ 7 > \/Tb + 10 
"" " 49 + 5 

oder vereinigt: 
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Aufgabe 27. Was gibt die Norm und 
der Modulns des Quotienten: Auflösung. Nach der Antwort auf Frage 44 

5— -V— 11 p ist die Norm von: 

6 + v=ri3 B-V^=TT 


6 + /— U8 

die reelle Zahl: 

5« + 11 _ . 36 
62 + 13 ~"^ 49 

und der Modulns die reeUe Zahl: 

62+11 ^/86 ,6 


V 62- 


62+13 V 49 '7 
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ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 28. Es sind die nachfolgenden 
Quotienten auf ihre einfachste Form zu 
bringen: Andeutimgen. 

\ 8— 3» a) Auflösung analog der Auflösung von 

*^ — 2-i-5* Aufgabe 26, b). 

b) Auflösung analog der Auflösung von 

_8 . -i/_ J_ 1 4 . i/X Aufgabe 26, c). — Die Faktoren 3 und 4 

,. ' V 3 "* ' V 2 sind ganz bezw. teilweise unter die Wurzel- 

2 • 1^2^+ 1/— 3 zeichen zu bringen, damit man im ZäMer 

und Nenner gleiche Wurzeln erhält. 

4 v^g"— 6 • V --5Ö c) Auflösung mit Hilfe der Antwort auf 

^) ^ / g die Frage 38 durchzuführen. Die Quadrat- 

6 >/27 -)- 14 • Y — 1 — wurzeln sind auf 3 Dezimalstellen genau zu 

' berechnen. 

1 -j- V--^ 1 — V^^ d) Auflösung analog der Auflösung von 

^^ l^y/ZTl i+yZTi Aufgabe 26, d). 

' r lag \ 

(3 . Vs — » \/64) . ( -^g- + 8 . l^^=n[ j e) Auflösung analog der Auflösung von 
e) — — ^^ ^- Aufgabe 26, e). 

— V"— 1000000 

^ 48 f) Auflösung analog der Auflösung von 

^ 6 — 2\/^^ Aufgabe 26, g). 


g) 


JJ l — i g) Auflösung analog der Auflösung von 

3 . \f \ 4» . a/- — I Aufgabe 26, h). 

V 324 V 256/ 

6— v'i5 + (3l/3^-— 4V^2)t h) Man verfahre in gleicher Weise, wie 

^) 1 J.2 t/^ ' ^ ^®' Auflösung von Aufgabe 26, i) ange- 

"^ *^ geben wurde. 

0,5 . VÖfii — 0,2 . V— 0,0625 i) Auflösung analog der Auflösung von 

" ^?T7;riSi:fi^(7=T5H-^öSÄ ^^Ä "" ■*" "" ■^"'*' 

Aufjgabe 29. Was erhält man als Norm 
und als Modultts des Quotienten; Andeutung. Auflösung analog der Auf- 

8 + \/~-17 lösung von Aufgabe 27. 

6 — 8» 


d) Ueber das Potenzieren, 
Frage 45. Wie wird eine komplexe 
Zahl potenziert? Antwort Die Potenzierung ist eine 

wiederholte Multiplikation. Die Erhebung 
einer komplexen Zahl za irgend einer 
Potenz, deren Exponent eine positive 
ganze Zahl ist, hat daher nach den 
über die Multiplikation komplexer Zahlen 


56 I)a8 Rechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 

Erkl. 79. Jede beliebige Potenz eines Binoms aufgestellten Sätzen ZU erfolgen , denn 

lässt sieh in eine Beihe entwickeln. Diese Eeihe, og igf . 

die Formel des binomischen Lehrsatzes , * , , , 

genannt, lautet allgemein: (a±hty=i{a+ht)'(a+ht)'{a±hi) • • • (»mal) 

(x±y)n =: xH + n'xn-i.y Ist der Expoueut eine negative 

, n'(n'-l)'xn-'2.yi ganze Zahl, so erhält man, weil: 

^^ f I R^ f ^ V 

, n>(n — l)>(n — 2)-a?H-3.y8 l»±Of; '* — \^^^^.J 

- 1-2.8 ist (nach Erkl. 24), für: 

Pürn = 2 gibt : welches Pi-odukt nach den über di«r 

(x+y)« = (a;±y)2 = ««+2«y+y2 Division der komplexen Zahlen aufge- 

(vergl. auch die Erkl. 69 und 70) gteuten Sätzen weiter zu behandeln ist. 

Fttr» = 3gibt: Wenn der Exponent eine Zahl >2 

(r + y)- = (ir + y)» = x8+3x2y+3»ys+y» (oder 3) ist. SO gelangt man schneUer 

(Siehe Kleyers „Lehrbuch der Potenzen ^nm Ziel bei Anwendung der Formeln 

nnci i^uTzein •) ■ii.'i^ti.x ^ • ■w 

' des binomischen Lehrsatzes (siehe 

nebenstehende Erklärung). 

Frage 46. Was erhält man für: 

a) (a + ^O^ 

b) (« + &«)- 2? Antwort, Nach Erkl. 79 gibt : 

■" a) (a + &f)8 = a« + 62,"2 + 2a6* = a2 — 62 + 2afc» 

b) (a±60-2= ^^^j.^o = a2_-.6» + 2a&.- 

(nach Antwort auf Frage 46) 

oder: 

02 — 524:2061 


(a2 — &2 -j- 2a6f>(a« — 62 _[_ 2a 6 1- 
(nach Antwort auf Frage 4S> 
d'. L: 

— fl- — 62 + 2a6i 

— (a2-|-ft2).(ö2 4-52) 


Frage 47, Was gibt: 

a) (a + 603 Antwort. Nach Erkl, 79 ist: 

b) (a + &»■;-»? (^ + y)8 = jr8-f.3ar2y-f.3a:y2-fys 

Setzt man in diese (jleichung für 
Erkl.79a. Da(a+6t)« = (a+602.(a+60 x = a und för y = hi ein, so erhält 
ist (nach Erkl. 23), bo erhält man auch: man* 

(o±6,;)» = (««_62 + 2a6.>(« + 6») ») („ + 6f)8 = aS + 3a36, + 3ab».* + ft»/: 

= a* — a62 + 2o26» + a26i , n-s i j-n •• 

-7-1.«. I o rr-o / r'wii QflN oder, weil t* = — 1 und ?- = — ? ist 

+ m + 2a6«,^ (nach Erkl. 36) ^ . ^ j, ^^ , 
oder vereinigt: ^ ° ''^ ^ , ^. 

= (aS-3«6*) + (±8T*t + l,8).- =(a»-8«6*) + (±8a«J + 6»)./ 

b) (« + *.•)-» = -(;7^ 

1 


(a8-3a62)-|-(+3a264:6i>) 
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Frage 48. Was erhält man für 
V/ ztiÄO"? wenn n eine 

a) positive, ganze und reelle Zahl, Antwort. Setzt man in die Formel 
l>) negative, ganze und reelle Zahl des binomischen Lehrsatzes (siehe 

Erkl. 79) für x^=a und für y = 6 / 
ein, so erhält man: 


st ? 


a) (a + 6f)» = a« + w-a^-i'&'i + 


12 


+ 


n-(n — l)»(n — 2)-a»*— 3.fc».a8 
1-2-3 


= a» +n'fliM — i»5-i — 


, n-(w"-l)-(n--2)«(n — 3)»a»»~464ti 
"'" 1.2.34 — *" 

oder, weil /* = — 1, i*=T= — i, ;*z=-j-i 
ist: 

n-(» — l).a»»-2ft2 w.(» — l).(n — 2)a»-8.&0| 


1-2 


+ 


1-2.3 


, n.(« — l).(n — 2).(n— 3)-a»-*.t* , 
~ 12. 3. 4 ^ 

oder, wenn man den Wert der Potenz 
in einen reellen und in einen mit / 
multiplizierten Teil zerlegt: 

— n.(n--l)'q>*-2.&2 n-(n — 1). (« — 2).(n — 3)a«— *5* 


1.2 


1.2. 3.4 


+ l + w.a«— 


1.6 + 


-- n.(» — l).(n — 2).a»-868 


+ 


' I . « 


12. 3 

Hierin gelten alle oberen Zeichen 
für (ö^+^0*> *ßö unteren für (a — it)". 


b) (a + 60-" = 


(a±6i> 


— 1 Z' M — n-in — Vian-^lß »-(n — l).(n — 2)-(n~-3)-a»-^&^ 
■^ 1*" 1.2 "•" 1.2.3.4 


+ l + w.a»— i.t + 


n-in—- l).(n — 2).a«— »ft* 


+ 


] •} 


1.2-3 

Hieraus folgt der Satz: 

„Ist der Exponent eine gerade 
oder ungerade, positive oder nega- 
tive ; ganze und reelle Zahl, so 
erhält man für die Potenz einer 
komplexen Zahl wiederum eine • 
Komplexe." 


Frage 49. Was erhält man für die 
Summe zweier, auf denselben Grad 

potenzierten, konjugierten komplexen Antwort. Nach voriger Antwort 
Zahlen? gibt: 

, , .- .«.(« — I).aw~2.ft2 „.(„_l).(,i — 2).(n — 3)a»»-*fe* 
(a + 01)» = a" ^ :^ 1 ^ — 


1-2 


-t-l-l-n.o»» — 1.0 ^ 


1.2. 3.4 
— l).(w — 2).a'«-8.68 


12. 3 


-|- . . . j . I 
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und 

n-(n — l)-a«-«.6« , n-(n — l).(n — 2).(n— -3)a*«— *&* 
^ ^ 1-2 ^ 1.2.3.4 

Folglich gibt: 


1.2'd-4 
w.(n — !).(» — 2).(n — 3).(n — 4).(n — 5)a»-ö6« 


+ ••] 


l'2.d'4*6'6 

weil sich die imaginären Teile fortheben 
Hieraus folgen die Sätze: 

1) „Werden zwei konjugierte kom- 
plexe Zahlen auf denselben Grau 
potenziert, so erhält man wiederum 
zwei konjugierte Komplexe." 

2) „Die Summe von zwei, auf des- 
selben Grad potenzierten, konju- 
gierten komplexen Zahlen ist reell.- 


Frage 50. Was erhält man für die 
Differenz von zwei, auf denselben Grad 
potenziei-ten, konjugierten komplexen 
Zahlen? Antwort. Man erhält für: 

, , , ^ , ,., n.(n — l).a««— 2.53 , n-(n— l)-(n — 2).(n--8) . _^ 

(a + 6i>-(a— 60» = a» ^ j^-^ 1 i l.2'ü'4 ^.a«-4.5* 

+ |n-a»»-J6 ^ 1 Q a ~" 'fl^"~^-b8 -\ 1 .» — a» 

n»(n — l)-a>»-2-62 ^ n'(»i — l)'(n--2)(n — 3)-a»— ^-6^ 

[,, , w.(n — l).(n — 2) ^.^ 1 . 

(nach den Antworten anf die Fragen 48 nnd 49) 

oder vereinigt: 

= 2.-.rn.a»-..t-»-(''-^>t-^>a..-».6»+''-("-^>-("-^>tr°^-("--^>a--5.>.--...] 

In Worten: 

„Die Differenz von zwei, auf den- 
selben Grad potenzierten, konju- 
gierten komplexen Zahlen ist rein 
imaginär." 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 30. Es ist die zweite nnd die 
dritte Potenz von: ^ ^ _ Auflösung. Begibt: 

nnd '^*V2^2*^ 7^442^ 

, _ _ J^ L V Z^ (nach Antwort anf Frage 46, 

zu berechnen." ' ' weil a = - 1 nnd 6 = 1 ^r ist) 
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oder: 

2 2^ 
d. i.: 

femer : 

'.•=(-i-4/-)=+i-i+i^=-' 


oder: 


=-i+v- 


d. i.: 
und 


Ä-.» = (-l + l^/-3) =-1 + 8. 14.8 + (+34. 1.^/3-1. 8. 1/8).- 


(nach Antwort anf Frage 47) 

oder: 


T + ¥ + ^ 


d. i.: 

= + 1 
endlich : 


.,=(_^_iv=i)'=-i+-i+(-i^+>-).- 


d. i.: 

-+1 
Hierans ergibt sich folgende Formel: 


Aufgabe 31. Nachfolgender Ausdrack 
ist anf seine einfachste Form zu bringen: 

{2— \/^=n6 + [i . /25 — (6 . V'ö"— -v/äse) — 2*2] 4- V=^49}^ 

Anflösung. Wenn man die imaginäre 
Einheit absondert nnd die Wurzeln ziehte 
erhält man fär: 

{2— >/^=ä6 + [» . /25 — (6 . V^— /266) — 2»«] + V^^^fzzz 

{2 — 4» 4- [6f — (18 — 16) + 2] + 7*}* 

nnd nach Auflösung der Klammem: 

= {2 — 4» • + 6» — 2 + 2 + 7»)* 

oder vereinigt: 

= (2+*8»)5 

Setzt man nun in die Gleichung: 
,,, -U h.'\n - »n n.(n~l)»a>»-8&8 n-(n — l)»(n-2)-(n-3)a»-4.e,i 

-- n(n — l)-(n — 2).a»»-8 68 


+ |±n-a»« — 1-6 + 


1-2-3 


, W'(n — l)'( n — 2) • (n — 8 )-(n — 4)- a>«-5 
=t ^1.2.3^^5 

(siehe Antwort anf Frage 48) 


•6* 1. 
... if 


60 
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für a = 2, h = S und n = 5 ein, so erbTi] 
man: 


(2 + 805^25- ^'^;^l'^ + ß-^-3.2.2i.84 


1-2 


1-2-8.4 


+K»-^^ 


648. 2«. 8« , 5.4.3.2.1.20-85 
3 ' 1.2. 8. 4^ 

oder gekürzt: 
= 32 — 5120 + 40960 + (640 — 20480 + 32768) / 
oder vereinigt: 

= +36872 + 129281* 


) 


Aufgabe 32. Eb ist: 
zu bereehnen. 


AnflSsang. Kacb ErkL 24 ist: 
(1-1/=!)-' = 


(i-V-i)" 

Setzt man in die, in der Antwort m 
Frage 48 abgeleitete Formel: 


(a — h t)n = a»* — 


n'(» — l).flw-"»feg 
172 


u.a. 


(i_^— iy^iT 


76. 15. 12 , 7.6.5.41ö-l^ 

■ + - 


für a = l, b = l und n = 7 ein, so erhi> 
man: 

7*6.5.4.3*2 


1.2 


1.2. 3. 4 


1.2.3.4.6.6 


11.16 


I /" ^ .. ., . 766. 1*1« 7.6.5.4.3.12. 16 7.6.5.4.3.2 ^^ ,.\ 

-U I — 7.1*.li -^ • -A -lo.l« I 

^V ^ 123 1.2.3.4.6 ^1.23.4.5.6.7 / 


oder gekürzt: 

= 1 — 21 + 36— 7 + (— 7 + 35 — 2I + I1 

oder vereinigt: 

= 8 + 81 

Es gibt also: 

(i-v=n[)-' = 


(l_y— 1)7 8 + 8 

oder nach Antwort auf Frage 42 : 

(8 — 8f) 8 — 8/ 


d. L: 


(8 + 80-(8 — 80 ~" 8«-f-82 

1— » - 1 f 

__oder=— --^ 


Aufgabe 33. , Es sind die ersten vier 
Potenzen von: 

zu berechnen. 


Auflösung. Die erste Potenz ht di^ 
Grundzahl selbst, also: 


£rkl. 80. Man erhält für: 


y 3 . V'a2 = "/3 .y ■/o2 = "v/a • Vo^^ 


'— 1 


.y — 3 . V *'* 


s 


= \/3 . \/a 


Die zweite Potenz gibt, wenn man iß 
die Formel : 

(a + bO* = fl^ — *- + 2a6i* 
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für a = — \/a und für 6 = y V ^ • V a» 
einsetzt: 

i 3 / 3 \" S S 

- 8 _ 8 _ _ (siehe Erkl. 80) 

Die dritte Potenz gibt nach der Formel: 
(a + 6»)8 = a« — 8a62 + (3a26 — 68). » 
(siehe Antwort auf Frage 47) 

/ 8 _ 1 1 A" * V * — 1 ' 

l — V^ + yV — 3. V^a2 ) == — a — 3. V^a.^. 3. V^ 

oder nach ErkL 80 a : 
Erkl. 80a. Man erhält fttr: ,9 , /8 ^/-- 3 ^/-i\ . 

\ a . V a2 = y^ — « oder vereinigt: 

lV.V^=;^.|/3.;^5^= • --=+|a + |a/3-i=|a.(lO + 9v/B0 

V 3". /52. V'S" = VS' V^ = a V3" ^^® ^^^^^® ^^*®^ «^^* ^^^ ^^^ ^^™®^- 
nnd fttr: (a 4- 60* = a* — -f. 

. — 8 — V8 6 v»-r''v — » 1.2 ^ 1.2-3.4 

=:a* — 6a26«+6* + (4a36 — 4a6»)i 
(siehe Antwort auf Frage 48): 

/ 8_ , / 8 Y »— * 1 ®— 1 *~ 

I — -/a + y . V — ^ • >^<»V ~ + ^'^^ "" ^ * ^^* T ' ^ * ^^ + l6" ■ ® * ^** 

oder nach Erkl. 80 b: 

3_ q3_ q *_/ _^— 8— ^— \ 

= a/a - ^aj/a + ^a\/a + (^— 2a. >/3 . \/a + — \/8 . a l/a J* 

oder vereinigt: 


Erkl. 80b. Es gibt: , 

® oder: 


47 ® — 1 - ^ — 


*— -1/ '— *_ - ^— 1 »_ / 1 - \ 

\ as.y 3.\/a2 = \/a8. V3. 1/02 ^"le"*^^ • ( - 47 + -g-\/3 • ij 


_ 8 _ 

= o . >/3 . \/a 

und 

y 38. Voß = \/*8». l/ö« = 3\/8ä 
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Aufgabe 34. Was erhält man für: 

(2 + 80« + (9 — 30« ? Auflösung. Nach der Antwort auf Frage 4- 

gibt : 

(2 + 80« + (2 — 80« 
wenn man in die daselbst abgeleitete Fonni 
für a = 2| 6 = 3 und n := 6 einsetzt: 
— Q Fq« 6»5.2^.3g 6«6«4-8«2g>8* 6-5»4-8»2-l>2Qy ' 
~ [ 12 "^ 1.2.84 1.28.45.6 j 

= 2. [64 — 2160 + 4860 — 729] = 2.2036 = 4070 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 36. Nachstehende Potenzen sind 
mit Hilfe der Formel des binomischen Andeutungen 

Lehrsatzes zu berechnen. ^^ ^^^^^^^ ^^ ^^^^^ ^^ ^ ^^^ ^^. 

(y 1-\4 lösang der Aufgabe 33 abgeleiteten Formrl: 

7 + 6 . y — — j (aH-60* = ö* — 6»=^*^+2>4 + (4a86 — 4a&^^j : 

durchzuführen. 

,. /, , ,/ — r\7 b) Auflösung analog der Auflösung tob 


Aufgabe 32. 


c) {3 — l/— 25 + [». Vö — (2»8.\/36 + /l44) + 9t2]+y^— 8l}" 


8 


d) (5 — 402 + (2 — 0'— (1 — 50* 


# c) Aufiösnng analog der Auflösung Tc>fi 
Aulgabe 31. 

d) Auflösung nach Erkl. 78 und Aufgabe 33 
durchzuführen. 


Angabe 36. Was erhält man für: 

(3 + 40^ — (3 — 40^ ? Andeutung. Auflösung nach der Antwöit 

auf Frage 46 durchzuführen. 


Aufgabe 87. Es sind die fünf ersten 
Potenzen von: 

(2 . \/ — — 3 . a/ —~) Andeutung. Die Berechnung geschieht 
V 3 V 3/ durch direktes Ausmnltiplizieren. 
ohne Anwendung der Formel des binomi- 
schen Lehrsatzes zu berechnen. 

Aufgabe 38. Die in der Antwort auf 
Frage 47, b) entwickelte Formel: 

m 

(a + 60-8 =-7-5 — Q MX I /IQ «l>-rl.q^' Andeutung. Auflösung ähnlich wie in 

ist nach der Antwort auf Frage 42 weiter 

zu behandeln. 

e) üebep die Quadratwurzel. 

Anmerkung 7. Ist der Wurzelexponent grösser als 2, so erfolgt die Sadizieruug 
einer komplexen Zahl nach dem sogen. Moivr eschen Satze, dessen Ableitung ood 
Anwendung im Teil D dieses Werkes gelehrt werden wird. Ist der Wurzelexponec: 
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gleich 3, so könnte man in ähnlicher Weise wie bei der Quadratwurzel auch ohne 
Benatzung der Moivreschen Formel die Wurzel ermitteln. Da dieses Verfahren aber 
umständlicher und schwieriger ist, so soll es hier unberücksichtigt bleiben. 

Frage 51. Wie wird aus einer 
komplexen Zahl die Quadrat- 
wurzel gezogen? Antwort. Man erhält für: 

und für: 

Beweis. Setzt man für: 


und für: 

V^a — hi = X — $fi 

unter der Voraussetzung, dass x und y 
(gleich wie a und b) reelle Zahlen be- 
deuten, so ist: 

oder: 

(a + hi) = x^+ 2xyi — y« (nach Erkl. 78) 

oder: 

= (a?2 — y2) + 2a:yf 

und 

(\/'^;zrbiy=z(x--yty 

oder: 

(a — hi) = x^ — 2xifi — y^=i(3c^ — yS) — 2a?y# 

Hieraus folgt, dass: 

a =z x^ — y2 

oder: 

a« = (a:2 — y2)2 .= a:* _ 2a?2y2 -[- y4 
(nach Erkl. 70) 

und 

h = 2xy 

oder: 

ist. Addiert man a* und 6*, so ergibt 
sich: 

a2 4-b2 =ä4— 2a?2y2-|-y4-|-4a;2y2=3:;c4-f 2Ä2y2+y* 
d. i. : _ (j.2 ^ y2)2 

Demnach ist: 

+ i/o« H- 62 == + -|^/(a;2 -|-y2)2 = («2 + y2) 

Nun war nach Voraussetzung: 

(a;2 — y2) = a 
folglich ist: 

a±l/a2+^ = a:2 + y2 + (a:2 — y2) = 2a?2 

oder: 

a + \/o2 + 62 

X* := =- 


2 
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d. i.: 


. = +\/«±v^ 


Ferner ist: 
oder: , 

d. i.: 


= ±\/H«± 


Va2 + b* 


2 

Es lässt sich nun leicht nachweiset, 
dass vor \^a^ + b^ im vorliegenden Fallt 
nur das Pluszeichen Gültigkeit habei: 
kann, ya^-^b^ ist [auch bei negativem K 
denn( — 6)*=-|-6*], stets grösser als«. 
Würde man diese Wurzel nun negativ 
Erkl. 81. Ist a negativ, so ergibt sich : nehmen, 80 würde : 

y — a+b i=: W + g + \/^iHF^ 

± L V 2 r ' • V 2 J imaginär werden ; es würde sich als<> 

und A^ die reellen Zahlen x nnd y Ima- 

yzT a — bi =: ginäres ergeben, was keinen Sinn hat. 

r / ; — . — -- r T- 1 Demnach hat man für: 

±LV — 2 *'V — 2 — J ^^+y±±v^±E 

und für: 


=+f 


— g4-\/g2-|-62 


2 

ZU setzen nnd erhält also: 


und 


y a — bi = X 


a) Gelöste Aufgaben. 

Angabe 39. Man soll die folgenden 
Quadratwurzeln ziehen. Auflösungen. 


a) \/d-f 4t a) Setzt man in die Formel: 

f ür a = 3 und 6 = 4 ein, so erh&lt man: 


oder: 


= ±[]/^-^+'-]/^^] = ±[v^+i-Vi] = ±(ß+-' 
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Ijn VlTIT/^l ^) Wird in die Formel: 


für a = 1 und b = \/s gesetzt, so ergibt 
sich : 


VriTTTT = + [V'ii^ - .• • V^i±^^] 


oder: 


'■^ V "^"""^"T ö c) Man erhält zunächst für: 

— np-\ - — y -^ I - 


und weon man in die Formel in der Antwort 
auf Frage 51 für a = ^(^^^^^^) ^^ ^^r 

2mnVp 
j :_= einsetzt: 


+*-y ^^2 -+ V ^, ^—o^~ 

4- »• • 1/ ^ j (siehe Erkl. 82) 

oder : 


K>2p)« 



V- 




oder vereinigt: 

±[VW + ^-VW\ («eheE,M.82a) 

oder gekürzt und soweit als möglich die 
Wurzeln gezogen: 


ErkL 82. Es ist: =±(yVn+iV^J 


^ A^.n2+n2j,2o4_2m2^2^,2 4m2n2^o2 ^^^^^ ^ 


Krüger, Das Bechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 


6$ Das Bechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen, 

oder Tereinlgt: 

V ^* 

Erkl. 82b. Man erh&lt für: 

-±W i^t +•• V 2^ J 

=±[VW+'Vt?1=±[V?+'v^] 


d) Vl6 + \/— 30 — Vl6 — l/— 30 

d) Es ist: 


Vlö+ |/— 30— Vl6— V— 80 

— I ["l/ ^^ + V'^Q^ + ^"Q I ^. -l/ — 16 + V^256 + 9Q0 [ 

{, r-|/l6+ 1/256+900 . 1 /— 16 + \/266 + 90ol| 
±LV 2 *• V ^ J) 

oder, wenn nur das vor den eckigen Klaio- 
uiern stehende Pluszeichen berücksichtigt 
wird (weil sonst sich vier verschiedene Lo- 
sungen ergeben würden): 


= I V ^' '^^^^ I t \/ ~^^+ \/ll56 -|/ l6+ /1156 . ,',l/ -^6+ Vil bel 


2 ' r 2 

d. i. : 


= 2,- Y=ii^yi^ = 2» V9 = ei 


e) \/6 1 


e) Für V6* kann man \/0-|-6« setzea 
nnd erhält alsdann: 


d. i.: 
= ± ( V 3" + » t/'s) - ± 1/8". (1 + (vergl. ErE 53) 


f) V(— B+ v^^^^iü) . (+ 6 — v=n^) 

f) Nach Erkl. 9 ist: 
V(— 5 + \/=ri44) . (+6- \/=n[8) = V— 6+l/=nö . Vö— f^ 


lieber die Qaadratwnrael. 
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Nun gibt: 


V— 6 + V— 144 oder v'— 6 + 12t 


+ iV 


+ 5 + \/2B + 144 


=±[V 


— 6 + 18 
2 
und 


+<v^-± 


2 

(2 + 8») 




=±[\/^-V=?^] = ±(V?-'Vi) 

Berücksichtigt man nur die vor den 
eckigen Klammem stehenden Pluszeichen, 
so erhält man für: 

V(-6 + V^^l44).(+6-T/=^ = (2 + 8.-) . (^ - .-y^ 

__ oder: 

=(»v?+»v?)+(»v?-»vi)' 

= )/y[(2 1/13 + 8) + (8 . 1/13-2)/] 

Erkl. 88, Statt wie nebenstehend die Fak- ^^^^ «"^ ^ DezimalsteUen genau: 

toren einzeln zu radizieren, kann man auch aus = 0,707 -[(2 •8,606 + 8) 
dem Produkte die Wurzel ziehen. Man erhält + (3.8,606 — 2)»] = 7,220 + 6,284t 

alsdann: 

V(- 5 + i/ITui) . (+ 6 — 1/^=^ = V— 80 + 72» + 5* VT8 + 12.\/18 
(nach Antwort auf Frage 88) 


=: V(— 80+12 V'l3) + (72 + 5 l/l8).t 


=4V 


(— 80 + 12 1/18) + V(— 80 + 12 l/l8)* + (72 + 5 \/l3)* 


2 


— (—30+12 \/ 13) + V(— 80 + 12 1/^13)*+ (72 + 6 -1/18) 


2 


(nach Antwort auf Frage 51) oder: 


1 


__ , K A— 80 + 12 V 13) + V+ 900 + 1872 — 720 l/l3 + 5184+ 825 + 720 » \/l3 
+ 30 — 12 l/l3+ V+ 900 + 1872 — 720 \/i3 + 5184 + 825 + 720 \/T3 


+ 
oder vereinigt: 


'V 


2 


] 


— 80 + 12 i/i8 4- v'sasi 


+ 


'V 


+ 30—12 1^13+ 1^8281 


=±[v 

<i. L: 

._, Fl/ — 30 + 12 1/18 + 91 ,ji/ + 30 — 12 1^18 + 91 

= .+ y y. (V61 + 12 \/l8 + »-Vl21-12 l/Tä) 

oder auf 3 Dezimalstellen genau: 

= ± 0,707.(10,212 + 8,818t) = 7,220 + 6,234t 
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. v/ ^ + ^* ZZ g) Nach Erkl. 31 ist: 
S^ V 16- 24*. 1/6 r \ . ' 


^^ -,/" 64- 8» \/6 + 8i 

V 16-24.-. 1/5" ~ Vl6-24t.V5" 

Der Zähler dieses Bruches gibt nad 
Antwort auf Frage 51: 

== +[ V'8"+ »-1/21 = ± [2/2"+ i vT] = ± \/2 . (2 + 

und der Nenner desselben: 


y ii~ir7?r ^ ± W ^^ + ^'''^ + '^'^ • '^ f \/ -^^ + ^^ + ^""^ • ^ 


=M 


->.V 


16 + \/8186 . ^ / — 16 + \/3186 


2 »^ 2 

Mithin erhält man für: 


= +(6 — 2tVM 
(siehe Erkl. 84) 


^/ 6 + 8i _ Y¥' (2 + 

V i6~24»\/6"'~" 6 — 2»V5' 
wenn man nur die + Zeichen vor den 
Klammem berücksichtigt; oder (nach Ant- 
wort auf Frage 38) : 

— l/ä^- (2 + - (6 + 2tVr) _ 121/2"+ 6*vT+ 4fViÖ~2VlÖ 

"" (6-2»Y5")(6 + 2*Y50 "" 36 + 20 

^ oder vereinigt: 

__ 2 (6 \/2"— VTÖ) + 2 1 (3 \/2 + 2 vTÖ) 

"" 56 

d. i.: 

_ (6l/2"— /lÖ) (8\/2"+2l/l0)t 

"■ 28 "^ 28 

oder auf 3 Dezimalstellen genau: 
^ (6.1.414 -3.162) ^ (8.1.414 + 2.8.162)..- ^ ^^^^ ^ ^^^^^^ 

Erkl. 84. Man erhält für: 


^-16 + ^3186^^^+66^ ^20= V^=--^VT 

Erkl. 85. Statt (wie obenstehend) die 
Wurzel ans Zähler und Nenner für sich zu 
ziehen, kann man sie auch aus dem Quotienten 
ziehen. Man erhält alsdann: 


^/ 6 + 8i -1 / (6 + 80- (l6 + 24i. V^ö) , , ,^ 

V — 7= = \/ / — \\ y- — ^ (nach Antwort auf Frage 38) 

V 16 — 24il/5 V (16 — 24t\/r)- (l6 + 24»\/50 


oder : 


oder vereinigt: 


V 96 + 128* + 144^1/5 — 192 v/5 
256 + 576.5 

_i/ 96 . (l-2Vr) + 16i(8 + 9\/l^ 
^ 3136 


-^.y6(l-2v/öO + »(8 + 9V5) 


TJeber die Quadratwurzel. 69 

oder auf 3 Dezimalstellen genau: 

= 0,071 . V — 20,832 + 28,124» 
oder nach Antwort auf Frage 61 : 

— 071 r-l/ — 20*832 + \/20,8322 + 280242 , -i/ 20.832 + \/20,8322 + 28,1242 "| 

= 0.071 . [/H^M+1 + .. .yra|±l] 

d. i. : =r 0,071 • (2,661 + 5,283) = 0,189 + 0,37B» 

(Bern. Die geringe Differenz zwischen diesem 
und dem obenstehenden Resultate ist eine Folge 
der Abkürzung sämtlicher Dezimalbruche auf 
3 Stellen.) 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 40. Es sind nachstehende Andeutungen. 

Quadrat wurzeln zu ermitteln. . a) Auflösung analog der Auflösung von 

a) V4 + 3t Aufgabe 89, a). 

^ / b) Auflösung analog der Auflösung von 

b) V - 12 - \/ - 25 Aufgabe 39, b). 


c) Man schreibe für \/ll» = "/Ö+ll» 

c) \/llf und verfahre dann nach der Antwort auf 

Frage 51. 

d) Man ziehe aus jedem Faktor die Wurzel 
und multipliziere die resultierenden komplexen 
Zahlen miteinander. (Zum Vergleiche wende 

^/ p 7=: man dann das zweite Verfahren an, d. h. 

d) V(-.3+4f).(,— 2-f-4t Vö; n,an multipliziere erst die beiden Faktoren 

miteinander und ziehe hierauf aus ihrem 
Produkt die Wurzel, wie in Erkl. 83 gezeigt 
wurde.) 

e) Man ziehe zunächst die kleinen Quadrat- 
wurzeln und hierauf sowohl aus dem Zähler 


e) 


V/TST c%A -xf ^ *^^ *"^^ *^^ ^^™ Nenner die Wurzel und 
7. VI 21 — 24. y--^ führe endlich die Division aus. (Zum Ver- 
24 I i/zff^ gleiche führe man darauf zuerst die Division 


aus und ziehe alsdann aus dem Quotienten 
die Wurzel.) (Vergl. Erkl. 85.) 


V 


26a:«r 4a?« y 20a?2. y — y Auflösung analog der Auflösung von 

—^ ;;: J Aufgabe 39, c). 

g) Auflösung analog der Auflösung von 

^ , 7== / Aufgabe 39, d). (Es sollen nur die vor den 

g) V2+V— ö44-V2-8f Klammem [Wurzeln] stehenden + Zeichen 

berücksichtigt werden.) 
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Das Rechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 


C. lieber die graphische nnd trigonometrische Dar- 
stellnng der imaginären nnd komplexen Zahlen. 

Anmerkung 8. Zum Verständnis des Nachfolgenden sind diejenigen Kenntnisse der 
Planimetrie und Trigojiometrie erforderlich, welche durch das Studium der 
in dieser Encyklopädie erschienenen Lehrhücher der ebenen Elementargeo- 
metrie von Kleyer und Sachs, der Goniometrie und der ebenen Trigono- 
metrie von Eleyer erlangt werden können. 

1) Ueber die g^raphische Darstellungr der imag^inären und 

komplexen Zahlen. 

Anmerkung 9. Durch die graphische (oder geometrische) Darstellang der imaginärai 
und komplexen Zahlen wird das Verständnis ftir diese Zahlen — besonders aber 
für die veränderlichen Komplexen — wesentlich erleichtert. Aus diesem Gnmde 
wird dem Studierenden das Nachstehende einer besonderen Beachtung dringend 
empfohlen. 

a) Ueber die graphische Darstellung der imaginären Einheil 

Frage 52. Auf welche Weise lässt 
sich die imaginäre Einheit gra- ' . _. r^. . « t^- i. •. . 

phisch (geometrisch) darstellen? . , Antwort. Die imaginäre Einheit ±. 

^ ist nach der Antwort auf Frage 4, e) 

Erkl.8e. Das Wort „graphisch" stammt die mitüere Proportionale (siehe Erld^^^ 
aus dem Griechischen und bedeutet «zeichnerisch« Von + 1 und — 1, welche man graphisch 

(geometrisch) wie folgt darstellen kann. 
Man trägt von einem beliebigen Punktt» 
(dem Niülpunkt oder Pol) einer unbe- 
grenzten geraden Linie MS 
(Figur 1) nach rechts und links 
in beliebig grossen, aber glei- 
chen Abständen Punkte auf und 
numeriert sie nach rechts mit 
den positiven, nach links mit 
den negativen reellen ganzen 
Zahlen (s. Erkl. 87). Hierauf 
errichtet man auf dieser Linie 
im Punkte eine nach beiden 
Seiten hin unbegrenzte Normale 
OP nnd schlägt mit dem Halb- 
messer Ol einen Kreis. Dieser 
schneidet QP in a und d. Dann 

ist Oa = Orf, und man erhält 
(nach Erkl. 88) die Proportion: 

+ l:Oä = Öä: — 1 

Hieraus ergibt sich: 
(ö^)* = (+!)•(- i) = -i 

(nach Erkl. aOa) 


oder auch .hildlich". 


Figur 1. 



oder: 


Oa = \/— 1 


Ueber die graphische Darstellung der imaginären Einheit. 7X 

Erkl. 87. Die Zahlen der natürlichen Zahlen- Ferner folgt: 

reihe, d. h. die absoluten ganzen Zahlen (siehe 

Erkl. 12), kann man sich dnrch eine Reihe von -{-liOd == Od:--^ l 

Pimkten, welche von irgend einem Anfangs- oder: 

punkte (Nullpunkte) aus auf einer einseitig (Öd)^ = (4-1).( 1) = 1 

unbegrenzten geraden Linie MN (Figur 2) in oder- i^ ' ^ 

beliebig grossen, jedoch gleichen Abständen ' , 

aufgetragen ist, versinnbildlicht denken. Od =: y-^l 

Hiernach findet man den Punkt, wel- 

^'^^ ^' eher die imaginäre Einheit darstellt, so- 

<^{e^j'2-H ^^^^_ wohl auf dem oberen als auch auf dem 

^jT I f I ' t »— I I I I fj unteren Stücke der Normalen OP. 

'^0i2s^S67S9jo Um Irrtümer auszuschliessen, soll nun 

Dann lässt sich eine Addition oder Subtrak- angenommen werden, dass die positive 

tion leicht bewerksteUigen. Sollen zwei Zahlen imaginäre Einheit durch die Strecke a, 

(z. B. 3 und 4) addiert werden, so hat man ^^ negative durch die Strecke Öd dar- 
nur von dem Punkte, welcher zum ersten Sum- ^ n? • j / • v r^ m rxr^ j r^/^ \ 
mand (3) gehört, um so viele Striche nach gestellt T\ard (siehe Erkl. 90 und 90a). 

rechts (also vom Nullpunkte fort) zu gehen, Wird der Kreis mit einem Halbmesser 

als der zwdte Summand (4) E^^^^^ 2 geschlagen, SO ist Ö^ ='^ und 

Die Strecke vom Nullpunkte bis zum Endpunkte — ® — ° ' 

(Ö7) stellt dann die gesuchte Summe dar. Od = de, und man ejhält die Propor- 

Soll dagegen von einer Zahl (z. B. 6) eine klönen: ^ 

andere (z. B. 4) subtrahiert werden, so •4-2:0b = 0b: 2) 

muss man von dem Punkte des Minuendns (6) ^^^ * > (nach Erkl. 88) 

um so viele Striche nach links (also nach dem -j- 2 : Oe = 0« : — 2 j 

NuUpnnkte hin) gehen, als der Subtrahendus (4) * ,. ^^ ,. j» ^^ 

Einheiten besitzt Die Strecke vom Nullpunkte Ausbliesen Proportionen folgt: 

bis zum Endpunkte (Ö2) stellt dann die gesuchte 06^ = — 4 

Differenz dar (Figur 2). oder: 

Ist der Subtrahendus grösser als der Ö& = ^/^^^ = yf • \/^^^ = 2« 

Minnendus, so gelangt man bei diesem Yer- ^^^^ 
fahren nach links über den Nullpunkt hinaus, -—2 _ 

in die verlängerte MN hiuein (z. B. bei 5 — 7 Oe — : — 4 

nm 2 Einheiten; Figur 3). oder: __ _ 

Oe = V— 4 = 1/4 . l/~ 1 = 2» 

Fignr 3. Es Stellt also, weil die Punkte der 

M N positiven imaginären Zahlen auf 00, 

f ^ ^ ^ f f f ^l ^\ \ ^i ^i® ^®^ negativen auf ÖP angenom- 

,V5 i r^rj — ^ „jßjj wurden, die Strecke Öb=:-{-2i 

' ' ' und die Strecke = — 2i dar. 

Die aus den Differenzen mit grösserem Sub- Ist bc (Figur 1) = ab und ef= de, 

trahendus sich ergebenden negativen Zahlen gQ erhält man* 

kommen hiemach auf der Verlängerung von 

MN zur Darstellung. Die gerade Linie der Oc = +8t 

reellen Zahlen ist daher als nach beiden Seiten und a • 

hin unbegrenzt anzunehmen und es sind die ^f — ° • ^* ^' ' 

positiven reellen Zahlen vom Nullpunkte aus Hieraus ergeben sich folgende Sätze: 

nach der einen Bichtung (z. B. nach rechts), 

die negativen dagegen nach der anderen 1) Die positive imaginäre Zahl bi 

Richtung (nach links) aufzutragen. Man er- wird durch eine Strecke dargestellt, 

hält alsdann als graphische Darstellung der yrra\nh^ der Strpokp h o-lpirb iiriH mit 

reeUen Zahlen die (in Figur 1 abgebUdete) ^eicne aer öirecKC gimcü una mit 

Wagerechte MN. der imaginären Einheit (O a) gleich ge- 

« ^, r>*^ «. * , , «, . . richtet ist; die negative imaginäre Zahl 

laut^?* ^ Planimetrie _j. ^j^^ ^^^^^ ^i^^^ ^^^ g^^^cke bi 

* Jm rechtwinkligen Dreiecke ist die aus entgegengesetzt gleiche Strecke darge- 
dem Scheitel des rechten Winkels auf die stellt. 
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Hypotennse gefällte Senkrechte die mitt- 2) Die reellen und imaginären Ein- 

lere Proportionale zwischen den heiden J^^it^n (-\-l 1 -\-i und i) sind 

Abschnitten der Hypotenuse." /-i .. ' i • i. -L j -r>* vi. \ 

,T Tj. 1 • j j- V* • 11. T^ . 1 an Grosse bleich, in der Richtung aber 

(In Figur 1 smd die rechtwmklitFen Dreiecke . j° v j 

durch punktierte Linien dargestellt worden.) VOn einander verschieden. 

3) Das Zahlengebiet hat zwei Haupt- 
Erkl. 89- Das bei der grapWschen Dar- rfchtungen, die reelle und die ima- 
Stellung der reellen und imaginären Zahlen . » '^ ^ ' i i? iri qü \ 
(und auch sonst häufig) zur Anwenduug ge- gmare (^vergl. JiirKl. öyaj. 

langende Linienkreuz (Figur 1) wird nach sei- 4) Die imaginäre Einheit ist (la> 

nem Erfinder Descartes (geb. 1596 gest 1650) Zeichen der Perp endikularität 

das yjEartesianische Koordinaten- r , "Pirl Qf\\ 

System", die wagerechte Linie desselben die (.vergl. hiVKl. \){J). 

Ab sei SS e (vom Lateinischen abscindere, ab- 6) Die imaginäre Zahlenlinie ist niir 

schneiden) und die auf ihr nonnal stehende durch ihre Beziehung zur reeUen ZahleD- 

Lmie die Ordinate (vom Latemischen or- ,. . . ... ttt- j j- ttt v* 

dinare, ordnen) genannt. ^^^ imaginär. Wird die Wagerechte 

als die reelle Zahlenlinie betrachtet si 

Erkl. 89 a. Die Abscisse MN wird die ist die Senkrechte als die imaginär 

reelle, die Ordmate OP die imaginäre Zahlenlinie anzusehen. Stellt die Senk- 
Achse genannt. Ferner heisst die Strecke 0^ t.x • j i. i- n rr i.i j 

die Achse der positiven reellen Zahlen, 03f die rechte jedoch die reellen Zahlen dar. 

der negativen reellen Zahlen, die Achse der SO liegen auf der Wagerechten die 

positiven imaginären Zahlen und OP die der imaginären, 
negativen imaginären Zahlen. 

Erkl» 90. Dass die Linie, welche die ima- 
ginären Zahlen versinnbildlicht, normal (perpen- 
dikulär) zur Linie der reellen Zahlen gerichtet 
sein muss, ergibt sich auch aus folgender Ueber- 
legung. Durch eine Drehung von 180^ um den 
Nullpunkt der Linie MN (Figur 1) gelangt man 
von + 1 i^BXih — 1 und durch eine nochmalige, 
gleicngrosse Drehung wieder von — 1 zurück 
nach 4- 1. Eine gleiche Wirkung kann man 
sich durch eine Multiplikation mit ( — 1) oder 
mit *2 (weil i» = — 1 ist) hervorgebracht den- 
ken, denn wenn man -|~ 1 mit t^ multipliziert, 
so gelaugt man ebenfaUs zu — 1 , und wenn 
man —1 mit i^ multipliziert, zu +1- Wenn 
nun eine Multiplikation mit i^ oder eine zwei- 
malige Multiplikation mit i einer Umdrehung 
von 1800 entspricht, so muss eine einmalige 
Multiplikation mit i einer Umdrehung von 90^ 

gleichkommen, also (+^) * * =^ i * (d. i. = Oa 
oder = Öd) mit -f- 1 und — 1 (d. i. mit MN) 
einen Winkel von 90® bilden. 

Erkl» 90 a« Welche der beiden Richtungen 
der imaginären Zahlenlinie man als die positive, 
welche als die negative annehmen will, ist ähn- 
lich wie bei der reellen Zahlenlinie willkürlich. 


b) lieber die graphische Darstellung der komplexen Zahlen« 

Frage 53. Auf welche Weise lässt 
sich eine komplexe Zahl graphisch 

(geometrisch) darstellen? Antwort. Eine jede komplexe Zalil 

besteht aus zwei Teilen, einem reellen 

Erkl. OL Die komplexe Zahl a + hi ist ^d einem imaginären. Der den reellen 
abhängig von zwei von einander vöUig unab- Teil der Komplexen darstellende Punkt 


Ueber die graphische DarsteUUng der komplexen Zahlen. 
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händigen reellen Zahlen a und b. Daher kann 
der sie darstellende Punkt nicht in dem Gebiete 
einer Dimension, d. h. auf einer der beiden 
Achsen des Linienkreuzes liegen, sondern er 
muss sich in einem Gebiete von zwei Dimen- 
siouen, also in einer Ebene — und zwar in 
der durch das Linienkreuz bestimmten Zahlen- 
ebene — befinden. Es wird also durch 
die komplexen Zahlen die Zahlen- 
linie zur Zahlenebene erweitert. 

Erkl. 91a. Die Lage eines jeden Punktes 
der Ebene kann durch eine komplexe Zahl dar- 
gestellt werden. 

Erkl. 92. Weil sich die Punkte, welche zu 
den komplexen Zahlen gehören, seitwärts 
(lateral) vom Linienkreuze befinden, hat Gauss 
die Komplexen „laterale Zahlen^ genannt 
(vergl. Erkl. 49 a). 

Erkl. 911. Dass sich jede Zahl — gleich- 
gültig ob dieselbe reell, rein imaginär oder 
komplex ist, darch das beschriebene Verfahren 
graphisch darstellen lässt, findet seine Begrün- 
dung darin, dass sowohl die Zahlenlinie als 
anch die Zahlenebene unbegrenzt ist und ihre 
Punkte stetig aufeinander folgen. 

Figur 4. 


-N. 



-N, 


Erkl. 94. Wird um das Linienkreuz ein 
Kreis geschlagen (Figur 4), dessen Mttelpunkt 
sich im Durchschnittspunkte der beiden Achsen 
befindet, so fäUt Paukt p^ in den ersten, p^ in 
den zweiten, p^ in den dritten und p^ in den 
vierten Viertelkreis (Quadranten). Bei gehöriger 
länge des Kreishalbmessers werden daher die 
Pnnkte aller Komplexen von der Form: 

-f- a -f- 6 t im ersten 

— a + 6» im zweiten 

— a — hi im dritten 


befindet sich auf der Abscisse MN, der 
Punkt des imaginären Teiles auf der 
Ordinate OP (Figur 4). Demnach kann 
der zu der komplexen Zahl gehörende 
Punkt weder auf der Achse der reellen 
Zahlen, noch auf der der imaginären 
liegen. Man hat ihn also ausserhalb 
des Linienkreuzes zu suchen und findet 
ihn in dem Schnittpunkte p^ der beiden 
in den Endpunkten s und q der Strecken 
Os = a und Oq = bi errichteten Nor- 
malen (vergl. Erkl. 91 und 91a). 

In gleicher Weise findet man für: 

— a-\-hi den Punkt p^ 

— a — hi den Punkt p^ 

+ a — bi den Punkt p^ (s. Erkl. 94) 

Aus Vorstehendem ergeben sich fol- 
gende Sätze: 

1) Die komplexe Zahl a-^bi wird 
dargestellt durch den, dem Nullpunkte 
des Linienkreuzes gegenüberliegenden, 
vierten Eckpunkt eines Rechteckes, 
dessen Seiten (Grundlinie und Höhe) 
von der Abscisse a und der Ordinate b 
gebildet werden. 

2) Die Punkte aller komplexen Zahlen, 
welche dasselbe reelle Glied -{-a bezw. 
— a enthalten, liegen auf der die Achse 
der reellen Zahlen im Endpunkte von 
-|- a bezw. — a rechtwinklig durch- 
schneidenden Geraden O^P^ bezw. O^P^ 
(Figur 4). 

3) Die Punkte aller komplexen Zahlen, 
welche denselben reellen Faktor + b 
bezw. — b des imaginären Gliedes be- 
sitzen, liegen auf der die Achse der 
imaginären Zahlen im Endpunkte von 
-f- b bezw. — b rechtwinklig durch- 
schneidenden Geraden M^N^ bezw. M^N^- 

4) Die Punkte zweier konjugierten 
komplexen Zahlen (z. B. p^ und p^ für 
a-\'bi und a — bi) bilden die Endpunkte 
der Grundlinie eines gleichschenkligen 
Dreieckes (Op^p^), dessen Höhe gleich 
der das reelle Glied (a) der beiden Kom- 
plexen darstellenden Strecke (Os) ist. 


-f-a — bi 
Quadranten liegen. 


im vierten 
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Frage 54. Welche Veränderungen 
erleidet die Lage des die komplexe 

Zahl a -fit darstellenden Punktes 2>i Antwort. Ist nur das reelle 
(Figur 4), wenn a oder b allein, oder Glied a der komplexen Zahl a-^bi 
beide gleichzeitig veränderliche eine veränderliche Grösse, so 
Grössen (vergl. Antwort auf Frage 23) wird, wenn a stetig abnimmt, Punkt s 
sind? allmählich nach und Punkt jp^ allmäh- 

lich nach q rücken, und wenn a ganz 
verschwindet, Punkt s auf und Punkt p^ 

auf q fallen. Dann stellt die Strecke q 

die Komplexe -\- bi, d. h. die rein 

imaginäre Zahl bi dar (vergl. Erkl. 95), 

Erkl. 95. Die in der Antwort auf Frage 24 Nimmt dagegen a stetig zu, SO ent- 
mitgeteilten Sätze, welche lauten: n . •i.-rrij. nai^vi 

*;.„., , rr ^,^ ' A • f^rut sich Puukt p. allmählich von q 

1) Eine komplexe Zahl wird zu einer rem ^* — i 

imaginären, wenn ihr reelles Glied ver- und in Richtung der verlängerten p^q 
schwindet. und befindet sich bei unendlich grossem a 

2) Eine komplexe Zahl geht in eine reelle unendlich weit von der Achse der ima- 
über, wenn ihr imaginäres Glied ver- binären Zahlen. 

scnwmaet. °tj. j ^^ t\ i a. rj 

Q, Tj,. , , fT VI • j xr 11 Ist nur der reelle Faktor b des 

3) Eine komplexe Zahl wird zu Null, wenn . ... rxi- ji 

ihr reelles und ihr imaginäres Glied gleich- imaginären Gliedes eine veran- 

zeitig gleich Null werden. derliche Grösse, so bewegt sich bei 

4) Eine komplexe Zahl wird unendlich gross, Stetiger Abnahme VOn b Punkt p^ all- 
wenn eines ihrer reellen Bestandteile mählich nach s und Punkt q allmäh- 
wSen -^ «^^^^^^eitig) unendlich gross li^jj ^^ch , und es fällt , wenn h 

werden durch die nehenstehenden Ausführungen ° ' « , o. , — 

von neuem bewiesen. q auf 0. Dann stellt die Strecke Os 

die Komplexe a -\-0i, d. h. die reelle 
Zahl a dar. 

Nimmt dagegen b stetig zu, so ent- 
fernt sich Punkt p^ allmählidi von >* 

und in Richtung der verlängerten sp^ 
und liegt bei unendlich grossem b unend- 
lich weit von der Achse der reellen Zahlen. 

"* Sind beide reellen Bestandteile 

(a und b) variabel, so wird sich 
Punkt pi bei stetiger Abnahme von a 
und b allmählich dem Nullpunkte des 
Linienkreuzes nähern und auf denselben 
fallen, wenn a=^ b = wird, während 
er sich bei stetiger Zunahme von o 
und b allmählich vom Nullpimkte ent- 
fernen und unendlich weit von diesem 
liegen wird, wenn a und b unendlich 
gross geworden sind. 

Verändern sich a oder b (oder beide) 
nicht stetig, sondern sprungweise 
(vergl. Antwort auf Frage 23), so wird 
sich Punkt p^ den Achsen (oder dem 
Nullpunkte) des Linienki^euzes sprung- 
weise nähern, bezw. sich von ihnen 
entfernen. 
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Frage 55. Wie lässt sich die Ent- 
fernung r (Figur 4) des die komplexe 
Zahl a^hi darstellenden Punktes j?i 
vom Nullpunkte des Linienkreuzes be- 
rechnen? — Welchen Namen führt 

diese Strecke? — Wozu kann sie be- Antwort. Die Strecke Ös ist gleich 
nutzt werden? ^^^ x^^vl GUede a und die Strecke Ö? 

D M oi. T^ V j 1 ^ 1 1 n x.y (^dcr s«,) glcich dem reellen Faktor 

Erkl. 96. Der Modnlns der komplexen Zahl \ . ^v „^ r^v ^ l* ^ rr 
ist der Radin B Vektor des die Komplexe ^fs imaginären Gliedes hi der Kom- 
darsteUenden Pnnktes. plexen a-\-hi^ mithin erhält man nach 

dem pythagoräischen Lehrsatze: 

Erkl. 96a« Das Wort „Badinsvektor'' ^s = a2-|~52 

stammt ans dem Lateinischen und bedeutet so Q^ei». 

viel als „Richtnngslinie'^. r= y/ a^ + \ß 

d. h. den Modulus der Komplexen 
(vergl. Erkl. 65). 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Die Entfernung des eine kom- 
plexe Zahl darstellenden Punktes 
vom Nullpunkte des Linienkreuzes 
ist gleich dem Modulus der Kom- 
plexen." (Siehe auch Erkl. 96). 

Da der Modulus nur die Entfernung 
zweier Punkte angibt, so rauss derselbe 
stets eine absolute (positive) Zahl 
sein (vergl. Erkl. 12). 

Der Modulus ist gleich Null, wenn 
Punkt |>i auf fällt, wenn also a = 
und 6 = ist; er ist gleich a, wenn 
6 = ist, und gleich 6, wenn a ver- 
schwindet ; er ist unendlich gross, wenn 
a = 00 oder b = co ist, oder wenn beide 
gleichzeitig unendlich gross sind. 

Hieraus ist schon ersichtlich, dass 
der Modulus als Maass bei der Ver- 
gleichung komplexer Zahlen unter sich 
benutzt werden kann. 


Frage 56. Was versteht man unter 
einer komplexen Einheit? Antwort. Unter emer komplexen 

Einheit versteht man eine komplexe 
Zahl, deren Modulus gleich Eins ist, 
deren Punkt also auf der Peripherie 
eines Kreises liegt, welcher um den 
Nullpunkt des Linienkreuzes mit einem 
Halbmesser gleich der Längeneinheit 
beschrieben ist. 

Das reelle Glied der komplexen Ein- 
heit liegt zwischen 4- 1 und — 1 , das 
imaginäre zwischen -f-i und — L 
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a) Gelfiste Aufgaben. 

Aufgabe 41. Es sind die nachfolgenden 
Zahlen graphisch darzustellen und ihre 
Modoln zu berechnen: 


a) 

2 + 3.- 

b) 

— 4 + 2,6.• 

c) 

— 8,6— 1,5» 

d) 

+ 4,6 — 3,6» 


Fig^ur 6. 





Auflösungen. (Figur 5.) 

a) Der die komplexe Zahl 2 + 3» dar- 
stellende Punkt ist der Schnittpunkt p^ der 
beiden in den Endpunkten der Strecken 

0(+2) und 0(+3t) errichteten Normalen. 
Der Modulus von 2-|-3t ist: 

rj == V^2H^32 = \/T3 = 3,6 . . . 



b) Der Punkt der Komplexen — 4 + 2,5 t 
ist der Schnittpunkt P2 der beiden Normalen, 
welche in de n End punkten der Strecken 

0(— 4) und (+ 2~bij errichtet werden. 
Der Modulus dieser Komplexen ist: 

r, = Y^ -\- 2,52 =^ \/22M = 4,7 . . . 


IV 


c) Der die komplexe Zahl — 3,5— 1,5t 
darsteUende Punkt ist p^. Derselbe ist vom 
Nullpunkte des Linienkreuzes entfernt um: 

rg = V 0,6-«+ 1,6« = V ^ifi = 3,8 . . . Einheiten. 


d) Der die komplexe Zahl +4,5 --3,5» 
darstellende Punkt ist p^» Derselbe ist vom 
Nullpunkte des Linienkreuzes entfernt um: 

r^ = \/4,62+3,62 = \/'d2fi = 5,7 • - • Einheiten. 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Angabe 412. Nachfolgende komplexe Zah- 
len sind graphisch darzustellen und ihre 
Moduln zu berechnen: Andeutung. Auflösung analog der Auf- 

a) +0,6+1.5» lösung von Aufgabe 41. 

b) 4- l»ß — 2,6» 

c) — 8 + V^^ 

d) + » V— 12,25 — l/— 12,25 


2) Ueber die trigronometrische Darstellung^ der imag^inären 

und komplexen Zahlen. . 

Frage 57. Wie lässt sich die kom- 
plexe Zahl a + 6i trigonometrisch dar- Antwort. In dem rechtwinkligen 
stellen? Dreiecke opq (Figur 6) ist: 

a 

— = COBCJp 

und 

-;- = siny (siehe Erkl. 97) 
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Erkl. 97. In dem rechtwinkligen Dreiecke fol&flich ist: 

opq (Fignr 6) ist: 

^^ ^ e> / a = r'coso) 

der Qnotient der Gegenkathete h dnrch die & — .ai 

Hypotenuse r der Sinns des Winkels y, — r-sm^) 

der Qnotient der Nebenkathete a dnrch die Demnach erhält man für: 

Hypotennse r der Kosinus des Winkels <p, a + bi =1 rGOfop + irsiiKp = r.(cosy + tsiny) 

der Qnotient der Gegenkathete h durch die u' * x. a 4. 4. 

Nebenkathete a die Tangente des Winkels y. Hierin Dedeutet : 

Figur 6. 


-/ 





Frage 58. Wie kann man die Qrösse 
des Winkels, welchen der Modulus einer 
komplexen Zahl mit der Achse der po- 
sitiven reellen Zahlen einschliesst, be- 
rechnen? — Welchen Namen führt dieser 
Winkel? — Wie wird der allein von ihm 
abhängige Ausdruck {cx>sq>^isiaq>) ge- 
nannt? 


Erkl. 98. Ein Winkel lässt sich statt durch 
Grade auch durch den mit dem Halbmesser = 1 
zwischen seinen Schenkeln beschriebenen Kreis- 
bogen (lat. arcus) ausdrücken. Da der Umfang 
eines mit einem Halbmesser gleich der Längen- 
einheit beschriebenen Kreises gleich 2n ist, so 
ist der arcus ?on 3600 gleich 2n, der Ton I8OO 

gleich ny der von 90^ gleich -— u. s. w., und 

man kann z. B. statt 8in90o auch schreiben 

sin — . Von dieser Schreibweise wird in der 

höheren Mathematik vielfach Gebrauch ge- 
macht. 


Erkl. 98 a« Statt tango) =: — kann man 

a 

auch (p = arcns ( tangens = — j oder kürzer: 

= arctg — schreiben. Man versteht hierunter 

den Bogen, dessen Tangente = — ist. 

a 

Erkl. W. Das Wort „Amplitude" stammt 
vom lateinischen Worte amplitudo, welches 
:,Weite", „Grösse" bedeutet 

Erkl. 100. Werden reelle Zahlen durch 
Strecken dargestellt, so nennt man letztere 
gleich, wenn sie nur gleiche Länge 
Iiaben, ihre Richtung kann eine verschiedene 


Antwort. In dem rechtwinkligen 
Dreiecke opq (Figur 6) ist: 

tang^ = — (siehe Erkl. 97) 

folglich ist: 

(p = arc tang — (siehe Erkl. 98 u. 98 a) 

Dieser Winkel wird die Amplitude 
der komplexen Zahl genannt (s. Erkl. 99). 
Der allein von qp (also allein von der 
Richtung) abhängige zweigliedrige Aus- 
druck cosqp-j-isinqp heisst der „Rich- 
tungskoeffizient" der komplexen 
Zahl. 

Aus dem Bisherigen ergibt sich der 
Satz: 

„Eine komplexe Zahl stellt eine 
gerade Linie ihrer Länge und Rich- 
tung nach dar. Diese Gerade hat 
die Länge r und schliesst mit der 
Achse der positiven reellen Zahlen 
den Winkel cp ein." (Vgl. Erkl. 100.) 
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sein. Bei der Darstellung der komplexen Zah- 
len dnrch Strecken nennt man letztere gleich 
und nur dann gleich, wenn sie sowohl 
gleiche Länge als auch gleiche Rich- 
tung besitzen. 


Frage 59. Was erhält man für: 

a--\-bi :=r (co8(p + ♦ siny) 

wenn man den Winkel qp, sich stetig 
ändernd, alle Werte von 0^ bis 360^ 
durchlaufen lässt? 

Figur 7. 


Antwort. Ist qp = 0^, so ist cos qp = 1 , 
sinqp = 0, ft = 0, tgqp = — = 0. Aus 


a 



der komplexen Zahl a-\-bi wird die 
positive reelle Zahl a. Man erhält dem- 
nach: 

-fa = ri.(co800 + »sin00) 

Da +öf durdi die Strecke Op^=r^ 
(Fig. 7) dargestellt wii'd, so ist r^ == -|- «• 

Ist g) ein spitzer Winkel (v^^Qojr 

so sind sowohl a und b als auch cosqp, 
sm^) und tg(p positiv und man erhält: 

Diese komplexe Zahl wird dargestellt 
durch die Strecke: 


Erkl« 101. Nach der Trigonometrie (Gonio- 
metrie) sind die Grenzen von Sinus, Cosinus 
und Tangeus der Winkel Ton OO bis 360o fol- 
gende. Es ist: 


8in00 = 

sin 900 = 1 

8inl800 = 

sin 2700 = —1 

sin 3600 = o 


cos00= 1 
cos 900 = 
cos 1800 = — 1 
cos 2700 = 
cos 3600 = -f- 1 


tg 00 = 
tg 900 = + 00 
tgl800 = 
tg 2700 = -^00 
tg 3600 = 

Bezüglich der Vorzeichen ergibt sich 
Folgendes : 

Der sinus ist im 1. und 2. Quadranten 
positiv, im 3. und 4. negativ; 

der Cosinus ist im 1. und 4. Quadranten 
positiv, im 2. und 3. negativ; 

die taugen s ist im 1. und 3. Quadranten 
positiv, im 2. und 4. negativ. 

Für die Berechnung der stumpfen, über- 
stumpfen und überspitzen Winkel benutzt 
man folgende Beziehungen der Funktionen dieser 
Winkel mit den Funktionen des spitzen Winkels. 
Es ist: 


Ol?, = r, = Va24- 62 (Figur 7) 

Ist qp^90^ SO ist cosqp=0, sin<p= 1, 
a = 0, tgq) = -^ = cD. Aus der kom- 
plexen Zahl a-\-bi wird die rein ima- 
ginäre Zahl -f-6?. Man erhält also: 

+ 6» = r,.(co8 900-[-t sin900) 

Diese positive imaginäre Zahl wird 
dargestellt durch die Strecke: 

Oi?j = rs = 6 

Ist g) ein stumpfer Winkel (qp^^g^A 

so ist cos 9!) negativ, sin 9 positiv (siehe 
Erkl. 101), a negativ, b positiv, also 
tg^p negativ und man erhält: 

— a + hi z= r^'( — cosy -\- i sin 9) 

Diese komplexe Zahl wird dargestellt 
durch die Strecke: 

Op^ z=r^ = Va^ + 62 (Figur 7) 

Ist q) = 180^, so ist cosqp = — 1, 
smq> ^ 0, a negativ, 6 = 0, tg<3P = 

= 0. Aus der komplexen Zahl 


— a 


wird die negative reelle Zahl a. Man 
erhält demnach: 

— a = r^. (cos 1800 + »sin 1800) 
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sin (1800— «) = -|-8in« Diese negative reelle Zahl wird dar- 

sin (1800 + «) = — sin« gestellt durch die Strecke: 

sin (8600 — «) = — sin« Oo = — a 

cos (1800 — «) = - cos« folglich ist r^ = a. 

!!!^aßnft \ TU!" Ist cp ein überstumpfer Winkel 

cos (3600 — «) == -f- cos« ^ ^ 1800\ 

tg(l80o-«)= — tg« V'^<270o)' ^ ^^°* sowohl cosg) und 

tg(i80o + a) =:+tga sin<jp als auch a und b negativ und 

tg(360o-„) = -tg« tg<^_^ = + l. Man erhält also: 

— a — hi =z r^' ( — cosy — i sin (p) 

(vgl. Erkl. 101) 

oder: 

— a — hi = ~ r^'{QO&(p -{- i emtp) 
Erkl« 102« Ist tgcp positiv, so sind a t\» 1 i rz 1.1 • j j 1. j. 

und 6 entweder beide positiv oder beide negativ; ^^^e komplexe Zahl wird durch die 

im ersteren Falle liegt <p im ersten, im letzteren Strecke : 

Falle im dritten Quadranten. » = r = Va^ + ft« 

Ist tg(p negativ, so ist entweder a , . ,,. ,-2,. * _v 

negativ nnd h positiv, oder a positiv und h dargestellt (l^lgUl' 7). 

negativ; im ersteren FaUe liegt <p im «weiten, Ist w = 270®. SO ist COS» = 0, 

im letzteren Falle im vierten Quadranten. ^^ ^^1^ ^ ^ ö^ j negativ, \(p = 

— -^ = — 00 . Aus der komplexen Zahl 

a-^bi wird die rein imaginäre Zahl — bi 
und man erhält: 

— hi = r7.(cos2700 + » sin 2700) 

Da diese negative imaginäre Zahl 
durch die Strecke Ojp^ = r^ dargestellt 
wird, so ist r^ = b. 

Ist 90 ein überspitzer Winkel 

/ >2700\ -x- • 

V^^360o)» ^^ *^* ^^^9 positiv, sinqp 
negativ, a positiv, b negativ, tgw = 

— h h 

-T—- = . Man erhält demnach: 

-|- a a 

a — hi =z Tg (cosy — i Bintp) 

Diese komplexe Zahl wird durch die 
Strecke : 

dargestellt (Figur 7). 

Ist (p = 360^, so ist C0S9) = 1, 
sinq) = 0, tgq) = 0, b = 0, a positiv. 
Aus der komplexen Zahl a-^bi wird 
die positive reelle Zahl a. Man erhält 
demnach : 

+ a = rj . (cos 3600 _[. { sin3600) 

und es ist r^ = 0^1 = -|- a. 


Frage 60. Wann besitzen komplexe 
Zahlen dieselbe oder eine um 180® 

verschiedene Amplitude? Antwort. Komplexe Zahlen, bei 

welchen das reelle (rlied und der reelle 
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ErkL 108. Bei den komplexen Zahlen Faktor des imaginären Gliedes dasselbe 

ih Attv.HJl«irM.7«M"«.*'*^ p "* '''''^ l ^"tf; Verhältnis besitzen, haben dieselbe oder 

selbe Verhältnis (denn ist z. B. a = 3 nnd . ,r>^o i.« j a t^ j 

6 = 4, so gibt die erstere Komplexe das Ver- ^^^ ^™ ^^^ verschiedene Amplitude. 

v«u +3 , ..-re j- 1 X * j TT Solche komplexen Zahlen liegen auf 

hältms ^ = +0,76, die letztere das Ver- ^^^.g^lj^^jj^ ^^^^j^ ^^^ Nullpunkt des 

hältnis ^ = +0,75), folglich liegen beide Linienla;euzes gehenden geraden Linie 

— 4 ^ '' ^ ^ (vergl. Erkl. 103). 

Komp lexe auf derselben Geraden (nämlich auf 

jt)j02?6i Figur 7). (a + 5t) hat die Amplitude y, 
(— a — 6,) die Amplitude (180o + y). 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 43. Es sind nachfolgende kom- 
plexe Zahlen auf die trigonometrische Form « m- 
zu bringen: Auflosungen. 

^ ä-l-Qi/ä" *^ "^^^ Modulus der Komplexen: 

b) +l-l/:r8 ist: 2 + 2/~ 3oder2 + 2iV^3- 

c) —2—/=^ r = V22 + (2\/3}* = 1/4+ 12 = VV6 = 4 

d) — "v/is + 'v/— 7 Den Winkel (p findet man aus: 

tgy = ^^ = l/a" = 1,7321 

zu 60^ Demnach ist: 

2 + 2»Vb"= 4.(cos600 4-»sin60ö) 

Diese komplexe Zahl wird also dargestellt 
durch einen Punkt, welcher auf einer unter 
60^ zur Ach^e der positiven reellen Zahlen 
geneigten Geraden, um vier Längeneinheiten 
vom Nullpunkte des Linienkreuzes entfernt, 
liegt. 

M 1/ij n * — 2^2" 0000^ h) Der Modulus der Komplexen: 
Erkl. 104. Datga>=: — -^ — = — 2,8284 ^ *^ ,_ 

-1-1 4-1— 1/^^^ oder -4-1— 2*V2 

ist, so liegt (f (nach Erkl. 102) im vierten jg^. 

Quadranten. Man erhält: ' ^r ; =-0 , ^— 

tgy =r 2,8284 ^ = Vl2 + (2l/2)' = V/l H- 8 = l/9 = 3 

tg700 30' = 2,8239 Den Winkel (jp findet man aus: 

Best: 45 __ — 2\/2" __ __ „ j,„^ 

Differenz für 1 Minute = 26,3. Zum Winkel *»y — _^1 — ^^^^^ 

700 30' kommt also noch: ^u 289<^ 28' 17" (siehe Erkl. 104). 
^ - ^®^' oder 1'43" FolgUch ist: 


26,3 263 

Mithin ist: 


+ l-\/-8 = 

3 . (cos 2890 28' 17" + i sm 2890 28' 17") 
«? = 3600 — 700 31' 43" = 2890 28' 17" , / \ i,, , , , ^t x 
^ oder (nach Erkl. 101): 

— 1 _ ^/z^^ = 

3 . (cos 700 31' 43" _ ♦ sin 700 31' 43") 

c) Der Modulus der Komplexen: 

__2 — \/^^ oder — 2 — «Vö* 
ist: 

r= V22 + (v^5)*= \/9'=3 
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, ,„, „ —vT Den Winkel ir findet man 

1.105. Da tg<p = —f^ = -1-1,1180 * 

liegt if im dritten Quadranten. Man tgy = ~^ = -|- 1 


tgv = 1,1180 zu 228« 11' 22" (siehe Erkl. 1 

I8»10' = 1,1171 17 ,,.,.. . 

Iüir-9- Folghch^at: 

; «,6. Zum Winkel - ^ - V— ^ = 

8-(cob2280 ll'22"-l-«8i 

JL — 1 *! — 1-90" oder (nach Erkl. 101): 

6,6 ~ 11 ~ ™ • 

Demnach ist: _2— \/-5 = 

V = 1800 -H 480 11' 32" = 228« 11' 22" ~ ^ ' f"*'*^ ^^' ^^" + '' ' 


'd) Der Modnlns der Eompl 

£rkl.]Oe. Da tg»^-+>^^ = - 0,78988 . — yiB + l/^7 oder - 

— 1/18 iBt: 

iat, ao liegt tp im Bweiten Quadranten. Man r_ ^(3 ■ y2)*-t-{v'T 

tg)p = 0,78968 Den Winkel ^ findet man 

tg88oi0' = 0.78598 +^T _ f^ß^ 

Differenai für 1 Minnte = 47,1. Znm Winkel — - . 

von 38« 10' kommen also noch: — — V0,6286O 

370 _ ^ _ „ zn 141" 42' 9" (siehe Erk!. 10 
47,1 ~ Tn ~ FolgUch ist: 

' Demnach ist: 


if = 180« — 380 17' 51" ; 


— VI8-I-I/— 7 = 

5. (COS 141« 42' ö" + i( 
oder (nach Erkl. 101) : 

— Vl8-t-/^7 = 

6 .(—008880 17' 61"-|-is 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Ao^ntbe 44. Die nachfolgenden kom- 
plexen Zahlen sind trigonometrisch dar- Andeatungfen. 
Zustellen; ^ a) Anflösong analog der A 
a> •4 + 8.- Aufgabe 43, a). 

b) _ 35 4- 03 • '"' *•) Auflösung analog der A 

' ' ' Antgabe 43, d). 


c) 13 — v'— 155 

d) —1/21 — 10* 


c) Auflösung analog der A 
Aufgabe 43, b). 

d) Auflösung analog der A 
Aufgabe 43, c). 


Krfl gel, Das Bechnao mit imaginären und kamplexan Zahlen. 
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D. lieber das graphische und trigonometrische Rechnen 
mit imaginären und komplexen Zahlen. 

1) Ueber das graphische und trigonometrische Addieren 

und Subtrahieren. 


Frage 61, Wie findet man den die 
Summe zweier (oder mehrerer) kom-* 
plexen Zahlen darstellenden Punkt der 
Zahlenebene? 


M 



o 


r a. q 


7/ 


R 


Antwort. Man bestimme zunächst 
den Punkt ^j, welcher den ersten 
Summanden (z. B. « + * darstellt 
(Figur 8), wähle hierauf diesen Punkt 
als Nullpunkt eines neuen, zum ersten 
parallelen , Koordinatensystems (siehe 
Erkl. 89) und ermittele in der durch 
dieses Linienkreuz bestimmten Zahlen- 
ebene den Punkt ^2 des zweiten Sum- 
manden (z. B. a -j- j^O- Dann stellt dieser 

Punkt auch die Summe (a-|-6^)-|-(a+/50? 
bezogen auf MNOP, dar, denn es ist: 


also 


oq=^a\ 

qq^ =:p^8 

9.P1 — <?i« — ^»; 

»i>2 - ß^ 


und 


g, = a-\- €t 


Erkl. 107. Da: 

(a + bi) + (a + ßt) = (a + a) + (b + ß)i 

ist, 80 kann man auch anf folgende Weise nnd 
BclineUer den diese Summe darsteUenden Punkt 
ermitteln. Man trage auf der Achse der reellen 
Zahlen MN (in Figur 8) vom Nullpunkte aus 
(a -f- «) Einheiten und auf der Achse der ima- 
ginären Zahlen OP ehenso (b-\-ß) Einheiten ab 
und errichte in den Endpunkten q^ und q^ dieser 
Strecken Normale. Ihr Schnittpunkt p^ ist der 
gesuchte Punkt. 

Erkl. 108. Das in vorstehender Erklärung, 
bezw. in nebenstehender Antwort angegebene 
Verfahren ist selbstyerständlich auch anwend- 
bar, wenn aUe oder einzelne Glieder der zu 
addierenden Komplexen negativ oder einzelne 
Summanden reelle oder imaginäre Zahlen 
sind (siehe die Aufgaben 45 bis 47). 


q,p, = bi+ßi = {b + ß)i 

Folglich stellt Punkt p^ die komplexe 

Zahl (öt + a) + (6 -f- ß)i dar (bezogen 
auf das Koordinatensystem MNOP)\ ddes 
ist aber nach der Antwort auf Frage 26 
gleich der Summe von a-j-bi und a-{-ßi 
(siehe Erkl. 107). 

Sind mehr als zwei Summanden ge- 
geben, so ist Punkt p^ als Nullpunkt 
eines dritten, zu den beiden anderen 
parallelen, Koordinatensystems anzuneh- 
men, in Bezug auf dieses der Punkt p^ 
des dritten Summanden zu bestimmen -^ 
und so fort. % 


Frage 62. Wie lässt sich die Summe 
zweier (oder mehrerer) komplexen Zahlen 
trigonometrisch darstellen? 


Antwort. Mit Bezug auf Figur 8 ist : 

a-^-bi zzz r^' (cos (pi -j- * sin (p^) 
cc-\-ßi =1 r,- (cos ^2 + i sin (p,) 

(a + «) + (2> + ß)^ = *■• (cosy -|- i siny) 
(nach der Antwort auf Frage 57) 


Ueber du graphische und trigouometriBche Addieren und Snbu 

folglich ist: 

(a + bi) + (t. + ßi) = r,-(cotV, + i«B^,) + 


Frage 63. In welcher Beziehnng 
steht der Modulus (Radiusvektor) der 
Samme zweier (oder mehrerer) kom- 
plexen Zahlen zur Summe der Moduln Antwort. Der 3 
der einzelnen Sammanden? vektor) der Komplexei 

der von a-{-ßi: 

der von (a~\-bi)-\-{a- 

r= y {<! + «)< 

Liegen die Punkte 

einer geraden Linie, s 

>■ = •■.+ 

ErU. 109. Bin planimetriBcher Lehrsatz liegen sie (wie in Fi 
lautet: einer geraden Linie, d 

„In jedem Dreieck ist die Summe zweier ^ ^r -l-r 

Demnach erhält ma 

oder; 

l/(a + «)'+(ö + «'<l 
Hieraus folgt der 9 
„Der Modulus (I 
Summe zweier (odi 
plesen Zahlen ist '. 
stens gleich der S 
der einzelnen Sui 


Seiten gTdaser ala die dritte Seit«." 


Frage 64. Wie findet mau den die 
Differenz zweier komplexen Zahlen 
darstellenden Punkt der Zalilenebene? 



Antwort. Man b 

den Pimkt p,, welche 
(z.B. a-f 60 darstellt 
hierauf diesen Punkt a 
neuen, zum ersten i 
natensystems M^N,Oi 
in der durch dieses 
stimmten Zahlenebene 
welcher das Entgeg 
Subtrahendus — (we 
z. B. a-\-ßi ist, di 
— a — ßi) — darstell 
Punkt auch die Differ 
(a + &;>-(. 
dar, bezogen auf MH 
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Erkl. HO. Da: also: 

(a + 6f) — (« + /»») = (a — «) + (&"-/S)» ts^a-^a 

ist, 80 kann man anch auf folgende Weise nnd femer : 

schneller den diese Differenz darstellenden Punkt ^li'i = 4- ^*' ; sp^ = — ß^ 

ermitteln. Man trage auf der Achse der reellen also * 

Zahlen MN (in Figur 9) vom Nullpuiürte aus ' p,q = +hi--ßi =z (b^ ß)i 

{a — a) Emheiten und auf der Achse der ima- ' v r/ 

ginären Zahlen OP ebenso (6 — Ä Einheiten ab Folglich Ist Pj der Punkt der Kom- 
und errichte in den Endpunkten g und t^ dieser plexen : 

Strecken Normale zu den beiden Achsen. Ihr ' . \_\t\.o\' 

Schnittpunkt p^ ist der gesuchte Punkt. (»—«) + («» ~ ^)* 

(bezogen auf das Koordinatensystem 
MNOF)\ dies ist aber nach der Ant- 
Erkl. 111. Das in Torstehender Erklärong, ^^rt auf Frage 29 die Differenz: 

bezw. m nebenstehender Antwort angegebene ^ 

Verfahren ist selbstverständlich auch anwend- («+ &») — (« + /^*) («ehe Erkl. 110) 

bar, wenn der Minuendus oder der Subtrahendus 

eine reelle oder eine imaginäre Zahl ist (siehe 

Aufgabe 50). 


Frage 65. Wie lässt sich die Dif- 
ferenz zweier komplexen Zahlen tri- Antwort. MitBezugaufFrage9 ist: 
gonometrisch darstellen? a + fc» = ^-Ccoscp, + » siny,) 

a-\-ßi =-r^' (cos ip^ + * sin <jpj) 
(a — «) + (& — ß) i = r- (cosy + * sin tp} 
(nach der Antwort auf Frage 57) 

folglich ist: 

(a-\-bt) — (a-\-ß{) = r^» (cos (p^ + ♦ sin (p^) — r, • (cos y, -|- i sin tp^} 

= r« (cosy -j~ * siny) 


Frage 66. Wann ist der Modulus 
(Radiusvektor) der Differenz zweier kom- 
plexen Zahlen gleich der Summe und 
wann gleich der Differenz der Moduln . . . t? • f 
des Mmuendus und Subtrahendus? Antwort, i^s ist: 


wenn beide Glieder des Subtrahendus 
negativ sind und sich a:b verhält wie 
a : ß (also q)^ = q>^ ist). 

Es ist: 


r=^ri — r^ 


wenn (p^ =180^ -\- cp^ ist, wenn also 
beide Glieder des Subtrahendus positiv 
sind und sich a:b verhält wie a:ß. 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 45. Nachfolgende Summe ist 
graphisch und trigonometrisch dar- 
zustellen: Auflösung. (Figur 10.) Ma n errich te in 

(6-|-3i)-|-(— 4-|-t)-l-(—6 — 6 t) den Endpunkten der Strecken 0(+6) und 

0(+30 auf MN bezw. P Normale. Ihr 
Schnittpunkt ^j stellt den Punkt des ersten 
Summanden 6 •*^ St dar. Durch p^ lege man 


üeber das graphische und trigonometriBChe Addieren und Snbtrabie 


Figur 10. 
0. 




C 

^^/J 

+ i 



V 


^ 


n/ 



r- 



>'>. 



n 






ErU. 112. Besteht die darzustellende Summe 
ans mehreren SnmmandeD, so empfiehlt ei 
sich, die Snmme za berechnen nnd dann den 
Punkt der ans ihr resultierenden Kompleien 
in ermitteln. Im vorliegenden Falle gibt: 

(9+8i) + (-4 + + (-5-60 = 

,6-4-6) + (8 + l-6)i 
(nach der Antwort anf Frage 26) 
oder: 

= — B — 2i 

Man errichte im Endpunkte der Strecke ( — 8) 
&nf ilü (in Fignr 10) nnd im Endpunkte der 
Strecke 0(— 2.) anf OP Honnale. Ihr Sohnitt- 
pankt p, stellt dann die komplexe Z&ht — 3 — St, 
folglich anch die gegebene Snmme dar. 


parallel zu MNOP ein neu 
M^N^0^1\ Bo, dass p, den 
Beiben bildet. Hieraaf erricb 
punkte der Strecke p^ ( — 4) 
im Endpunkte der Strecke p^ < 
Normale; ihr Schnittpunkt stel 
Summanden — 4 + t, bezogi 
ordinatensyatön M^N^O^ Pj, i 
(6 + 30 + (-4 + i-), bezog. 
dar. Diesen Punkt wähle m 
Nullpunkt eines dritten, zu df 
parallelen Linienkrenzes M^l 
richte sowohl im Endpunkt 
Pi{—h) anf li^N^ als auch 
der Strecke Pi{—Gi) auf Oj l 
Der Schnittpunkt p^ diefler b 
stellt den dritten Summander 
zogen anf das Koordinaten syst 
oder die Summe ( — 4 -f- 
bezogen anf M^N^O^P^, od 
(6 + 30 + (-4 + 0+<-5 
anf MNOP, dar (vergl. Erkl. 
Trigonometriflch erhält 
6-|-8t" = r[-(coa9!, + )i 
oder, da; _ 


und 


l' 54" 


Erkl. US. Da tgfi, ^ 


= +0,6 ist, 


tgv, = +0,60000 


und 


binzuEnsählen. With'" ist: 

9, = 280 88' 64" 


ErU. 114. Da tgqD, = - 


tgy, = 0,25000 
tgKOQ'^ ^ 0,24933 
Rest : 37 
Differens fOi 1 Minute = 80,9. Zum Winkel 
UDO* kommen also noch: 


ist (siehe ErkL 113): 
6 + 3i = 6,7082 ■ (cos 26088'M"H 
Femer ist: 

— 4 + i = r,-(0OBv, + i 
oder, da: 

/4* + 1* = vT 
1850 67' 60" 
ist (siehe Erkl. 114): 

— 4 + .- = 4,1231 ■ 

(cos 1650 57' 60" + .1 
oder (nach ErkL 101): 

— 4 + i = 4,1231- 

(— cos 140 2- 10" + 
Sodann ist: 

— 6 — 8» = r,'(coay,+ 

oder, da: _^_ 

r,= 1/6*4-8« = V'si 
und 

V, = 2800 11' 41" 

ist (siehe Erkl. 115): 

— 5 — 61 = 7,8102. 

(cos2300 1]'41" + (i 
oder (nach Erkl. 101): 

— 5 — 61 = 7,8102. 

(-cos60oir4l" — ^ 
= — 7,8102. (cos 60» 11' 41" + 1 
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Mithin ist: 

(p^ = 1800 — 140 2' 10" = 1650 57' 50" 

Erkl. 116. Da tgy, = -— ^ = + 1,2 ist, 

80 liegt ^g im dritten Quadranten. Man 
erhält : 

tg<p8 = 1,2000 

tg50o 10' = 1,1988 

Best: 12 

Differenz für 1 Minute = 7,1. Zum Winkel 
500 10' kommt also noch: 

— = 1 — = 1'41" 
7,1 71 


Mithin ist: 

^s = 1800 + 500 11' 41" = 2300 n' 41 


ti 


Erkl. 116. Da tg <y) = 


— 2 

— 8 


= + 0,66667 


ist, so liegt (p im dritten Quadranten. Man 
erhält: 

tg(p = 0,66667 

tg880 40' = 0,66608 

Best : 59 

Differenz fttr 1 Minute = 42. Zum Winkel 
380 40' kommt also noch : 

.öi^iiz:^i,24. 

42 42 

Mithin ist: 

y = 1800 + 330 41' 24" = 2130 41' 24" 


Endlich ist: 

(6 + 30 + (-4 + i) + (~5-60 
oder: 

— 8 — 2 1 = r« (cosy + * süi^) 

oder, da: 

r = \/32 + 22 = \/l8 = 3,6056 
und 

(p = 2130 41' 24" 

ist (stehe ErkL 116): 

— 3 — 2t = 3,6056. 

(cos 2130 41' 24" + »sin 2130 41' 24") 

oder (nach Erkl. 101) : 

— 3 — 2t = —3,6056. 

(cos 330 41' 24" + 1 sin 330 41' 24") 

Mithin ist: 

(6 + 3t') + (-4 + t-) + (-5-6t-) 
oder: 

— 3 — 2t = 6,7082. 

(cos 260 33' 54" + v gin260 33' 54") ^ 4,1231 • 

(— cos 140 2' 10" + 1 sin 14o 2' 10") — 7,8102 - 
(CO8500 11' 41" -|- ,• 8iii500 11' 41") 

oder: 

= — 3,6056. (COS 330 41' 24" + 1 sin33o 41' 24") 


Aufgabe 46. Nachstehende Differenz ist 
graphisch und trigonometrisch dar- 
zustellen : 

(5 — 3»-) -.(-«4-1- 2t) 



Auflösung. (Figur 11.) Man errichte in 
den Endpunkten oq =b und ot = — 3t 
auf MN bezw. OF Normale. Ihr Schnitt- 
punkt Pi stellt dann den Minuendus 5 — 3 t 
dar. Diesen Punkt wähle man als Nullpunkt 
eines zweiten, zum ersten parallelen Koordi- 
natensystems MiN^OiPi und errichte in den 
Endpunkten p^q^ = -|- 4 und p^t^ = — 2t 
auf My Ny bezw. (?, Pj Normale. Ihr Schnitt- 
o^ — N punkt stellt das Entgegengesetzte des Sub- 
'' trahendus, nämlich: 

+ 4 — 2t [oder: —(—4 + 2t)] 
dar, bezogen auf das Koordinatensystem 
;g-Ni JfjJVjOiPi, ^d®r die Differenz: 

(5 — 3t') — (— 4 + 2t-) 
bezogen auf MNOP (vergl. ErkL 117). 

Trigonometrisch erhält man für: 
5 — 3t = rj«(coByi + tsinyi) 
oder, da: 

r^ = y 6« + 32 = VU = 5,831 

und 

(f^ = 3290 2' 10" 

ist (siehe Erkl. 118): 


Ueber das graphische und triganametrische Addieren und i 

ErU.U7. Schnellei gelangt man zum Ziel, 6 — 8< = 6,831' 
wenn mui die gegebene Differenz berechnet nnd (cos329(> 2 

vun der resnjtierenden komplexen Zahl den ^^g^ (nacli Erkl 101' 

Punkt beatinunt. Hau erhalt fBr den vorlie- , „; -aoi 

T-3, + 4 + 2i = +.-5i ^"'"J-'l,,, 

Hau errichte in den Endpunkten der Strecken , ^ "l" 

03, = +9 und o(, = —61 naf MNbozir.OP ''°*'- , . „._ 

{Figur 11> Honnale. Ihr Schnittpunkt ji, ist -|-4 — J.— 

der geanchte Punkt. oder, da: 

Ertl. 118. D. «„ = ^ = -0,. i«, "1 ^_ ^ 33,. ^, , 

£k!:%)!''ii;Mt"° '°'""'" *'"'" <« f*« ^- "»)■ 
«».= 0,6000« +'-'"=(rÄ. 

«SW W = 0.58691 „j^^ 

'^" " +4-2. = U7i!l. 

DifTerenz Ar lUinnte = 39,4. Zum Winkel /..Ä.gRoan 

30» 60" komiuii J» noch, „ ^„ , !"""" " 

»OB 16«. EndMoli ttt: 

(B-30-( 


oder: 


= 3600 — 800 57' 50" ; 


Erkl. 119. Da tgtpt = 


+ 4 


erhält fttr if, (nach Erkl. 119)l _ 

= 8600 -96. BS' 64" = 383" 86' 6" ' ' ^' ^ (Si- if 

„ .„„ ^ — B Oder (nach Erkl. lOi; 

Erkl. IM. Da tgT = ^j-g- = -0,55556 j^sJ^ 10,996.(00,» 
ist, ao liegt <p im vierten Quadranten. Man Mithin ist- 
erhält: 

tg9> = 0,5656« 
tg29O0' = 0,56431 


oder: 


Beat: 1V& 
Differenz für 1 SlinuM = 38,1. Zum Winkel 
ä9<* kommen also noch: 


= 360*— -290 3' 17" : 


9 — 5» = 5,881- 

(cO8300 57'50" — i( 
(cos 26» 83' 64" — tf 

oder; 

= 10,995-(co8 29< 


Angabe 47. Es ist die Summe: 
(9,6 -8,5, + (-11, 
graphisch und Irleonometneeli dar. ^^^ o,i + 2,5 

™«^«'- ifjV bezw «pW 

ihren, den ersten Sun 
Snmme darstellenden 
punkt eines neuen, 
Koordinatensystems . 
auf 0, Pi die Strecke 
stellt Punkt p^ die S 
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Erkl.121. Datg<^j = 


8,5 


= — 1,4 ist, 


+ 2,5 

so liegt <f>^ im vierten Quadranten (siehe 
Erkl. 102). Man erhält : 

tg^i = 1,4000 

tg54o 20' = 1,3934 

Best : 66 

Diiferenz für 1 Minute = 8,6. Zum Winkel 
540 20' kommen also noch : 

-^ = 7^ = 7'40" 
8,6 43 

Mithin ist: 

<p, = 8600 — 540 27' 40" = 3050 32' 20" 

Erkl. 122. Da tg<p = ^|^ = - 2,2 ist, 

so liegt if im vierten Quadranten. Man 
erhält: 

tgy = 2,2000 

tg660 30' = 2,1943 

Best : 57 

Differenz fttr 1 Minute = 17. Zum Winkel 
650 30' kommen also noch: 

^ = 3^ = 3' 81" 

Mithin ist: 

ff = 3600 — 650 33' 2I" = 294© 26* 49" 


(2,6 — 3,5f) + (— 2t) 

bezogen auf das Linienkreuz MNOP, dar. 

Trigonometrisch erhält man für: 

2,5 — 3,5 * = rj • (cos^i + » ^<f>d 

oder, da: 

ri = \/2,52 + 3,62 = ylsisÖ = 4,3 
und 

</)i = 3050 32' 20" 

ist (nach Erkl. 121): 

2,6 — 3,6 « = 4,3. 

(cos 3050 32' 20" + f sin 3050 32' 20") 

oder (nach Erkl. 101): 

2.5 — 3,5 1 = 4,3. 

(cos 640 27' 40" — »sin540 27' 40") 

Femer ist: 

— 2f =:: r,*(cos^2 -f" f sin 9s) 

oder, da: 

r5 = 2 
und 

yj rr 2700 

ist (nach der Antwort auf Frage 59): 

— 2» = 2. (cos 2700 _^ » Bin 2700) 
oder (nach Erkl. 101) : 

— 2» = — 2. (cosOO + ♦ sm 00) 

Endlich ist: 

(2,5 — 3,5») + (-20 
oder: 

2,5 — 5,5 1 = r . (cos y + » sin q>) 

oder, da: 

r !■= \/2,52 + 5,52 = YdÖfiÖ = 6,0415 

und 

(p = 2940 26' 49" 

ist (nach Erkl. 122): 

2,5-5,5» = 6,0415. 

(cos 2940 26' 49" + 1 sin 2940 26' 49") 

oder, (nach Erkl. 101): 

2.6 — 5,5« = 6,0415. 

(cos 650 33' 21"— » sin 650 33' 2I") 

Demnach erhält man für: 

(2,5 — 3,5») + (-20 
oder: 

2,5 — 5,6 » = 4,3. 

(cos 540 27' 40" — i sin 540 27' 40") — 2- 

(cos 00 + »sin 00) 
oder: 

= 6,0415 . (cos 660 33' 21" — » sin 650 83' 21") 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 48. Es ist die Summe: 
(+ 2 — 3 + (— 3 + 2 + (+ 6 + 3 
graphisch und trigonometrisch dar- Andeutung. Auflösung analog der Auf- 
lösung von Aufgabe 45. 


zustellen. 


TJeber dns grapbiBche und trigonometriBcke Unltipluierei 

Aufgabe 49. Eb ist die DlfTeraiz: 
(_4 + 60-(+l-20 
eraphiBch und trigonometriBch dar- Andeutung. Anflösaii 
™^«i^ Ißsiing von Aufgabe 46. 


Aufgabe 00. Es iat die Differenz: 
-5^ -(-2^+1,6.-) 
graphisch nnd tpieonometrisch dar- Aadentung. Man beii 
™'«"™- gegebene Differenz nnd si 

ans dieser fiecbnnng result 
Zahl den Pnnkt anf. 


2) Ueber das graphische und trigronometrische f\ 
Frage 67. Wie lässt sich das Produkt: 

trigonometrisch darsteUen? T^^n.-l. 

Frage 33 gibt: 

also wiederum eine koi 
Es sei nun a-j-6» d 

»•,.(C08ip, + il 

* ti-\-ßi durch: 

Erkl. 12S. Nach einem Satze der Gonio- , , > a\ i / i i 

m«rie irt: ö°<i {aa — bß)-\~ (ab -{ 

eia{a + fl) = fäna-eosp + ei)8a-tmß r-(eoa<p-j-iBh 

coB(ifi-ß) = ixBa-coiß — BimfnJtß Dann ist: 

r-(_<xaip-\-isin^) = 

r,'(ßotip,-\~iBiinp,)- 

Multipliziert mau die 
rechten Seite dieser 61e: 
Elanunerausdräcke mit< 

EiU. 124. Sind mehr als zwei Faktoren . - , 

TOrhanden, so erhUt man: r(a»v + umip) 

■-■{MSy + .'Billv) =r,.r,-i<m<p,<XB 

-r,.r,.r,...Icos{v, + V, + ».+ ---) + .--coB v,-«i"V, 4 

+ .-.8in(7-, + v, + V. + - ■)] , . ("«hErk 

oder, weil i' = — 1 is 

r>(cosy -{- tsiuy) 

-j-l-COB^i-BÜlqi, — 

Mtrn ist nach Erld. : 
coB^Pj-coB^, — Bin^ii-Bini/i. 
und 
uny,>cos9, -(-BiDqji-caB^ 

Demnach gibt: 

i--(coBv-|-iBin.p) = 

f,-I-,.[COB(ip,+V 
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Erkl. 124 a. Ans nebenstehender Antwort 
ergibt sich folgender Satz: 

„Das Produkt beliebig vieler komplexen 
Zahlen ist wiederum eine komplexe Zahl, 
der Modulus ist gleich dem Produkte der 
Moduln und die Amplitude gleich der 
Summe der Amplituden aller Faktoren." 


Hieraus folgt der Satz: 

„Komplexe Zahlen werden mit- 
einander multipliziert, indem man 
ihre Moduln multipliziert und die 
Amplituden addiert" 

(Vergl. Erkl. 124 a). 


Frage 68. Wie findet man in der 
Zahlenebene den Punkt, welcher das 
Produkt : 

darstellt? 


Figur 13. 



(doc-bß) 


Erkl. 125« Ein planimetrischer Lehrsatz 
lautet: 

„Dreiecke, welche in zwei Paaren gleich- 
liegender Winkel übereinstimmen, sind 
ähnUch.'' 

In den Dreiecken ott^ und ot^p^ (Fig. 18) ist: 

femer: 

^t^to =^^p^tiO 

weil sie paarweise parallele und gleichgerichtete 
Schenkel besitzen. 


Antwort (Figur 13). Man ermittele 
in der durch das Koordinatensystem 
MNOP bestimmten Zahlenebene die 
Punkte pi und^2> welche die gegebenen 
Faktoren darstellen. Hierauf trage man 
an den Modulus r^ der Komplexen a-^-hi 
den Winkel q)^ , welchen der Modulus r, . 
der Komplexen a-\-ßi mit der Achse 
der positiven reellen Zahlen bildet, so 
an, dass der Winkel q) gleich der Summe 
der beiden Winkel g)^ und cp^ ist ; mache ' 
ot gleich der angenommenen Längen- 
einheit, oti = r^ und ot^^r^, verbmde 
t mit ^2 und ziehe durch t^ zu tt^ eine 
Parallele, welche die über t^ hinaus ver- 
längerte ot^ in pa schneidet. Dann er- 
hält man, weil die beiden Dreiecke ott,y 
und ot^p^ ähnlich sind (nach Erkl. 125), 
die Proportion: 

ot:oti = ot^: op^ (siehe Erkl. 126) 

oder: 

1 : rj = r, : r 
d. h.: 

r = r^'r^ (nach Erkl. 20a) 

Femer ist: 

<^ y =: <^ y j 4- <^ y, (nach Konstruktion) 
also: 

cos if =^ COB ((pi + yj) 

und 

sin y = sin (^1 + tp^) 
Mithin ist: 

r (cos y + * sin y) = 

r^-r^' [cos (y 1 + y ,) + i sin (y , + y j)] 

oder nach der Antwort auf die vorige 
Frage: 

r (cos y + » sin <^) = 

Tj • (cos y 1 + » sin y^) • r, • (cos y^ -j" * sm (p^) 

Demnach stellt Punkt jp^ das Produkt: 

(a + biHa + ßt) 

dar. Hieraus folgt der Satz: 

„Der Modulus (Radiusvektor) des 
Produktes komplexer Zahlen bildet 
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Erkl, 12«. In ähnlichen Dreiecken stehen mit der Achse der positiven reellen 

die Seiten, welche gleichen Winke^ geg^^^^ Zahlen einen Winkel gleich der 

hegen, zu einander in demselben verhältmsse. ^ j ^^r» i i it. j- 

^ Summe der Winkel, welche die 

Erk. 127. Em kflrzeres Verfahren besteht Moduln der einzelnen Faktoren mit 

darin, dass man das gegebene Prodnkt berech- jener Achse einschliessen, und seine 

net und den Punkt ermittek, welcher die ans L^nge ist gleich dem Produkte der 

der Rechnung resultierende Komplexe darsteUt. ,, j i *° © ^. " ^ tti i . u 

Bti(a+bi)!ia+ßi) = (aa^hß) + (ah+aß)i Moduln der einzelnen Faktoren." 

ist, so hat man anf MN (Fignr 18) vom Nnll- 
pnnkte ans (aa — 2)^9) Einheiten und auf OP 
ebenso (ah -{-aß) Einheiten abzutragen und in 
den Endpunkten q^ und s^ dieser Strecken auf 
MN bezw. OP Normale zu errichten. Ihr 
Schnittpunkt p^ ist der gesuchte Punkt. 
Nach der Antwort auf Frage 87 ist: 

r = \/(a« — bß)^ + (ab + aß)^ = \/^(a'i-\-b^)(ai+ß^) = Väa+62 . Ya^+ßi 
d. i.: 


= ^i-r^ 


Ferner ist: 

aa — hß aa bß 


COBifi 


r ri-r, r^-r^ 


a a 

oder, weil — = costp^, — = cos^g, 


r, ' *•« 


— = sin^i und -^ = sin^, ist: 


'i »•» 


008 ^ = COS ipi • cos (p2 — sin ^^ • 92 = cos (tp^ -\- (p^ (nach ErkL 128} 
Endlich ist: 

ah 4- aß ab , aß 

- .- a h , 

oder, weil — = cosy, , — = sm^i, 

— =r cos^i und -^ = sin^, ist: 

sin y = cos ^2 • sin (p^ + cos y, • sin y , = sin (y , + Va) (nach Erkl. 123) 

Punkt p, steUt also die komplexe Zahl: 

r,.r,. [008(^1 + (p^ + imi((pi + y,)] 

dar, d. h. das Produkt: 

Tj • (cos (pi + » sin y i) • r, • (cos y , -f- 1 sin (p^ 
oder: 

(a + hi)*(a + ß%) 

Erkl. 128. Verbindet man p^ (Figur 13) 
mit jpj und p^ mit t, so sind die beiden Drei- 
ecke op^p^ und op^t ähnlich (siehe Erkl. 128a). 
Denn es ist: 

op^ = op.'op^ (nach Konstruktion) 
oder: 

l'Op^ = opi'op^ 

oder, da l = ot ist: 

0t'0pg=:0Pi'0p^ 

oder nach Erkl. 20: 

otiop^ = opi :op^ 
Femer ist: 
"^top^ = ^top^ 4" '^ ^^Pi (nach Konstruktion) 
oder: 

<^ ^op^ — ^ top^ = <^top^ 
u. i.: 

-^PiOPs^^-^top., 
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Erkl. 128 a. Ein planimetrischer Lehrsatz 
lantet: 

„Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie 
in den Verhältnissen eines Paares von 
Seiten und in den von diesen Seiten ein- 
geschlossenen Winkeln übereinstimmen.*' 

Erkl. 129. Während die Lage des die Summe 
oder Differenz von a-\-hi nnd a-^-ßi darstel- 
lenden Punktes von der als Längeneinheit an- 
fenommenen Strecke nicht abhängt, ist der 
'unkt des Produktes dieser Komplexen von 
dieser Länge wesentlich abhängig. Denn wird 
letztere im Verhältnis von l:u (u irgend eine 
reelle Zahl bedeutend) vergrössert, so nehmen 
die Moduln (Radienvektoren) von (a-\-hi)-\- 
(a + ßi) nnd von {a-\-hi) — (a-{-ßt) in dem- 
selben Verhältnisse zu, während der Modul 
von (a + 6 ») • (a + /J im Verhältnisse 1 : «« 
vergrössert wird. 


Frage 69. Wie findet man in der 
Zahlenebene den das Produkt zweier 
konjugierten komplexen Zahlen darstel- 
lenden Punkt? . . a + bi = r,'(cosg>, + iBmip,) 


Antwort. Setzt man für: 
so ist: 


a — hi = r^*(coB(pi — tsin^,) 

(nach Antwort auf Frage 59) 

Man erhält also für: 

(a-\-bi)'(a — hi) = r^« (cos^j + * sine/),) »r, • (cos^^ — * sin (p^) 

Multipliziert man die beiden, auf der 
rechten Seite dieser Gleichung stehenden 
Klammerausdrücke miteinander, so er- 
gibt sich: ^ 

(a'\-bt)'(Q — bi) =: ri2.(cos8yj-[-tsinyi*cosyi — tsinyj'COB^j — i^'äxi^cpi) 

oder, da sich die Glieder + i sin qp^ • cos^Jj 
und — i sin qpi • cos qpi fortheben und 
i* ^ — 1 ist: 

(a + bi) (a — 6*) = rj«. (cosSy^ + Bm^tp^) 

^ 11 10A XT V • o * A /i • Nun ist nach Erkl. 130: 

Erkl. 180. Nach einem Satze der Gonio- . « i 

metrie ist die Summe der Quadrate von Sinus sin^yj + cos-yj = + 1 

und Cosinus eines und desselben Winkels Folglich gibt: 

^^^^^^ +1- (a + &»)(«- &0 = r,2 

Demnach liegt der das Produkt zweier 
konjugierten komplexen Zahlen darstel- 
lende Punkt auf der Achse der positiven 
reellen Zahlen und in einer Entfernung 
von ri*=: a^-f- 6* Einheiten vom Null- 
punkte des Linienkreuzes. 


Frage 70« Wie lässt sich das Produkt: 

a) zweier reellen Zahlen 

b) zweier imaginären Zahlen 

c) einer reellen und einer imagi- 
nären Zahl 
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r^.r^ = b'ß Einheiten vom Nullpunkte 
des Linienkreuzes entfernt 

Sind beide imaginären Zahlen nega- 
tiv, so erhält man: 

(^l{).(^ßi) = rj.(co82700 + t sin 2700). r,. (cos 2700 -f*ßin27a') 

oder: 

(— 6»).(— i^f) = ri.r,.(co8 5400 + t sin 5400) 

Erkl. 181. Nach einem goniometrischen oder (nach Erkl. 131): 
Satzeist: ^ = r^-rj. Cco8900 + * sin 90«) 

^"^/afinoi \ Z ^^" Mithin befindet sich der das Produkt 

süJ 720oia = süJ« (~6t).(— /Jf) darstellende Punkt auf der 

^"^/PTonAJ X *"*" Achse der positiven imaginären Zahlen 

cos (7200 + a) = cos« j ^. . TT» xr 

^ ' ^ und zwar m einer Entfernung von 

^'^'^' r,'r^ = b'ß Einheiten vom NuUpunkte. 

Ist ein Faktor (z. B. bt) positiv, der 
andere (ßi) negativ, so ist das Produkt : 

Erkl. 182. Aus der nebenstehenden Ant- (4_h'\»(— a^ = 

wort ergeben sich folgende Sätze: vi-''V'\ Pv 

1) Wird eine komplexe Zahl a + hi mit '•.•(cos90o+,-8in900).r,.(cos270«+.ain270«) 
einer positiven reellen Zahl a mnltipli- oder: 

ziert, so wird dadurch der Modnlns (Badius- = rj-r,» (cos 8600-|-» sin 8600) 

Vektor) von a -\- bi im Verhältnis von 1:« D^r p^nkt dieses Produktes liegt 
verirr osserü« ^ <■ i» ^ « i ^ *±^ 

o\ xKTi^A ^'^^ 1 1 »T V.1 . X . •-. demnach auf der Achse der positiven 

2) Wird eme komplexe Zahl a-\-hi mit « rr i.i • • tt» ^i? ^ 

einer negativen reellen Zahl «mnltipli- reellen Zahlen m einer Entfernung von 

ziert, so wird dadurch der Modulus von a-^^hi r^'r^ = b*ß Einheiten vom Nullpunkte. 

^•.•!l^'^^^i^''''''i,^-"J-'!r^''®'^?''l.^^^^^ c) Wird die komplexe Zahl a + i/ 

zeitig um 1800 nach der Eichtung gedreht, nach , ^^ , n, ^„ , ^ /^^„ i • «:J \ 
welcher die Neigungswinkel wachsen. dargestellt durch r^ • (cosyi + ^Slng)l) 

3) Wird eine komplexe Zahl a + hi mit «?d ist die reelle Zahl a positiv, so 

einer positiven imaginären Zahl ßi gibt das Produkt: 

multipliziert, so wird dadurch der Modulus von (a + hi)'(-\-a) — 

«4-6t im Verhältnis von \;ß verirrössert und / i • • \ /«««na • -«t^rkOA 

gllchzeitig mn 90» nach der BichtSg gedreht, , . •'.•(cosv. + .8my,).r.(cog0o + , smO») 

nach welcher die Neigungswinkel wachsen. Oder: 

4) Wird eine komplexe Zahl a + hi mit = n-^-^-CcoByi + tsinyi) 

einer negativen imaginären Zahl ßi Der das Produkt (a + oi)«(-|-a) dar- 
multipliziert, so wird dadurch der Modulus von stellende Punkt liegt also auf dem Mo- 

giJL^g^um'a^S'JdlriilhX'^^^^^^ dulus yon (a + ^Oineiner Entfernung 

nach welcher die Neigungswinkel wachsen. VOU r^-r^ = a • Va^ -[- i* vom Null- 
Aus der Antwort auf Frage 67 folgt noch . punkte. Der Modulus dieses Produktes 

5) Wird eine komplexe Zahl a -f 6 » mit ist gleich dem a-fachen des Modulus von 
einer andern komplexen ZMa + ßi multi- (a-X-bi). (Siehe Erkl. 132.) 

pliziert, so wird dadurch der Modulus im Ver- ' ,. ^^ rr ^.^ 

hältnis von 1 : (Modulus von a+ßi) vergrössert Ist die reelle Zahl negativ, SO er- 

und gleichzeitig um den Neigungswinkel von hält man: 

K+ßi nach der Sichtung gedreht, nach welcher /^ i ii),(^ «) == 

die Neigungswinkel wachsen. , • . • x / io/v» i •-; iqao» 

r, • (cos yi + »8"iyi)'*'«'(<^8 1800 + »sin 1800) 

oder : 

= r, .r,. [cos (1800 + y^) -|- i sin(1800 + y,)] 

Der Punkt dieses Produktes liegt 
demnach auf dem rückwärts (über den 
Nullpunkt hinaus) verlängerten Modulus 
des komplexen Faktors und zwa r in einer 

Entfernung von r^-r^ = a - Va^ + '^^ 
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vom Nollpunktt 
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so ergibt sich: 

(0 + 61) ■{•-(»«■) = r,-(cosv, + isiny,> 

oder: 

= r,-r,-[coB(2700 + ^p, 

Dieses Produ 
einen Funkt, 
Modulus des ko 
und nach der £ 
raden liegt, nai 
Winkel abnehme 
des Linienkrenz 
Einheiten entfi 
{a + b{)-{-ßt) 
vom Modiüus 
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a) Geffiste Aufgaben. 

Angabe 51. Es ist <iafl Produkt: 

graphisch nnd trigonometrisch dar- , Anflorang. ( 
nisteUen. ^™ Endpunkten 

OS, = +/, oqt 
auf MN bezw. 
man in ihren Sc 
Punkte, welche i 
stellen. Hierauf 
mit o und trage 
Winkel g^opf ^ 

man of, = op, : 
und verbinde r 

or = -j-l) mit 
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Das Bechnen mit imaginären and komplexen Zahlen. 


Figur 14. 



Erkl. 188. Da tgy, = -ii = +0,25 ist, 

Bo liegt (pi im ersten Quadranten (nach ^ (nach Erkl. 134): 
Erkl. 102). Man erhält : 2 — 3* = 3,606. 


durch t^ eine Parallele zu ct^ 
bis zum Schnittpunkte p^ mit 
dem Schenkel oq^ des Winkels 
g) = gpj -|- gpg^ Dann ist p^ der 
Punkt, welcher das Produkt 
(4 + »>(2 — 30 darsteUt. 

Trigonometrisch erhält 
man für: 

4 + « = ri»(coByj4'f sin^j) 
oder, da: 

ri r= y4«+12 = V^IT = 4,123. • 

und 

y, = 140 2* 10" 

ist (nach Erkl. 133): 

4 + t=: 4,123. 

(cos 140 2' 10" + »sin 140 2' 10") 

Ferner ist: 

2 — 3 ♦ = ♦•,. (cosy, + * sin €p^) 
oder, da: 
rj =z .\/2« 4- 32 = VT3 = 3,606 

und 

y, = 3030 41' 23" 


tg </)i = 0,25000 
tg 140 0' = 0,24933 


Rest : 67 

Differenz für 1 Minute = 30,9. Zum Winkel 
140 kommen also noch: 


Mithin ist: 


-^ = 2^ = 2' 10" 
30,9 309 


<Pi = 140 2' 10" 
— 3 


Erkl. 184. Da tg<p. 


+ 2 


= — 1,5 ist, 


(C083030 41' 23" + »sin 3030 41' 23--) 

Mithin erhält man für: 
(4 + t).(2 — 3») = 4,123. 

(cos 140 2' 10" + »sin 140 2' 10").3,6O6- 
(cos 3030 41' 23" + » sin 303© 41' 23") 

oder (nach Antwort auf Frage 57) : 
(4 + »>(2-3»') = 14,87. 

(cos 3170 43' 33" + »sin 3170 43' 33") 

oder (nach Erkl. 101): 

= 14,87. (cos 420 16' 27" — «8in420 16' 27'^) 


so liegt 9g im vierten Quadranten. Man 
erh^: 

^ tg ^2 = 1»5000 

tg660 10' — 1,4919 

Best: 81 

Differenz für 1 Minute = 9,4. Zum Winkel 
560 10' kommen also noch: 


81 _ Q 29' 
~"-®47" 


8' 37 


n 


9,4 
Mithin ist: 

y, = 3600 — 560 18' 37" = 303o 41' 23' 


Aufgabe 52. Es ist in der Zahlenebene 
der das Produkt: 

(3 -4»). (+2) Auflösung. (Figur 15.) Man errichte in 

darstellende Punkt zu ermitteln und dieses den Endpunkten der Strecken o^j = -U 3 
Produkt trigonometrisch zu berechnen. und o^i = — 4/ auf MN hezw. OP Normale 


ber das graphische nnd UigonometriBChe Mnltip 


Ihr Schnittpankt f 
Faktor des gegebe] 
Punkt des zweitea 
der Achse der posi 
ist q^. Der Modi 
achliesat mit der I 
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Dann ist p^ der Pni 
Produkt darstellt. 
vom Nullpunkt dei 
[vergL Erkl. 132, i; 
Trigonometr 
3-4.- = r.-( 
oder, da: 



-1,3 


ond 


y, =806' 


is^^ hegt y, im vierten Quadranten. Man j^ ^^^^^ j,^y ^3^, 
tgy, = 13383 3~4i=5(cos3060 

tgBaoo' = 1,3270 Femer Ist: 

Rest ; «7 +2:^r,- 

Differenz fOr 1 Minute ~ 6,1. Zorn Winkel oder, da r^ = 2 ni 
+ 2 = 2.) 
: V 47" HitbiD erhält mt 

(8-4.-)-{+2) = 

», = 8600-58«7'47" = 806C52'18" „^^^ ^^^:^ ^,^1 ,^ 

= 10.(cob58o 7' . 


530 kommen also noch: 


Mittun ist: 


Anfjgrabe 63. Es ist das Produkt der 
beiden koiijagierten komplexea Zahlen: 

(l + .-)nnd(l-0 Attflöranp. (Fi) 

graphisch und trigonometrisch dar- den Endpunkten dt 
Zustellen. osy=^-\-i und os 

Ol' Normale, dan 
Schnittpunkten ;:, u 
die gegebenen Fakt 
verbinde man pj un 
öp, den Winkel 5,1 
Winkel qi ^ ?|0/), 
wird. Alsdann verl 
hinaus, trage cpg : 
ab und ziehe durch 
Strecke eine Paiall 
verlängerte op^ in i 
statt : 



Etfiger, Du Becbnen 1 


oder: 
d. i.: 
it Inuginlren und komplcien Zahlea. 


op, : 
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-*-l 
Erkl. 186. Da, tg(p = -j~r- = + 1 ist, nnd 


Endlich schlage man. mit ot^ um o einen 
Kreisbogen, welcher oN in p^ schneidet. 
Dann ist jpg der Punkt, welcher das Produkt 
(1 + (1 — darstellt (vergl. Antwort auf 
Frage 69). 

Trigonometrisch erhält man för: 
l-j- i = rj- (cosyi -\- i sin^j) 
oder, da: 

r^ = -/lirqrii = ^2"= i,4i4 


80 liegt cp. im ersten Quadranten und man , ^ , . ^V * -^^x 
erhält: ist (nach Erkl. 136): 

^1 = 450 1 + » = 1,414. (cos 450 + i sin 450) 

Der Winkel y, liegt im vierten Quadranten Femer ist: 
und ist : 1 — i — 1,414- (cos315o + i sin 3150) 

= 3600 - 450 = 3150 (gi^l^e Erkl. 136) 

Mithin gibt: 
(1 + /) . (1 — i) = 1,4142 . (cos 3600 -f- « sin 3600) 

oder: 

= 2.(cosOo + /8inOO) 

d. L: 

= 2 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 54. Es ist das Produkt: 

(— 2 — 1>(— 34-2«) Andeutung. Auflösung analog der Auf- 

graphisch und trigonometrisch darzustellen, lösung von Aufgabe 51. 


Aufgabe 65. Es ist in der Zahlenebene 
der das Produkt: 

. X ,, ^ ^7 iT . , , , Andeutung. Die Auflösung geschieht 

darstellende Punkt zu ermittehi und das ^ach der Antwort auf Frage 70, d) nnd 
Produkt trigonometnsch darzustellen. ^^^^Yi Erkl. 132 4). 

Aufgabe 56. Es ist das Produkt der 
beiden konjugierten komplexen Zahlen: 

,. , (-2 + 5i>(— 2 — 50 Andeutung. Auflösung analog der Auf- 

graphisch und trigonometrisch darzustellen, iggußg von Aufgabe 53. 


3) Ueber das grraphische und trigonometrische Dividieren 

Frage 71. Wie lässt sich der Quotient : 

a + hi Antwort. Ist : 

«-jrß^ a-\-hi = f\- (cos (pi-\-i6m<p^) 

triffonometrisch darstellen? und . 

SO erhält man für: 

a-\-hi r, • (cosy, -|- 1 8in</>j) 

a -f- /3 / r^- (cos^2 + ' 8'^ y«) 


lieber das graphische und trigonometrische Dividieren. 
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Multipliziert man Zähler und Nenner 
der rechten Seite dieser Gleichung mit 
dem Konjugierten des Nenners, also mit: 

Tj • (cos (p2 — * sin y j) 
SO ergibt sich: 

a-\-bi r, • (cos </), -|- * sin (p,) • r, • (cos (p^ — i sin <p^) 

tt-^-ßi r^'{co8(f^-{-iBm<p^)'r^'(co8(p^ — »siny,) 

oder: 

a-\-bi ^i'^i' (cos y 1 • cos ^2 + * sin (p^ • cos ^j — * cos (p^ • sin i/), — i^ sin </>, • sin qpj) 

tt-\-ßi r^-r2'(cos!^(p^-\-i8isi(p^'COS(p2 — »C08y2*sin</)5 — »*8in*</)j) 

oder, weil i^ = — 1, femer: 

COS (fi • cos y , -\- sin tp^ • sin </>, = cos (y j — y ,) 
sin 7^1 * cos (/^, — cosyi«sinc/>2 = sin (q^ — y^) 

(nach Erkl. 137) 

und 

sin^^j + co82yj = 4-1 (nach Erkl. 130) 

ist und sich ferner die Glieder: 

-|-tsinyjC0S<^j nnd — isoap^costp^ 


Erkl» 187. Nach einem Satze der Gonio- 
metrie ist: 

sin (« — ß) = sin«. cos /S — cosa-siii/S 

cos (« — ß) = cos a ' cos/9 -|- sin « • sin^ 


sowie ein Faktor r^ im Zähler und 
Nenner fortheben: 

4^77" = IT- [cos (Vi — V«) + »8i» (y-i — <P2)] 

Hieraus folgt der Satz: 

„Komplexe Zahlen werden dividiert, 
indem man ihre Moduln dividiert und 
die Amplituden subtrahiert." 


Frage 72. Wie lässt sich der reci- 
proke Wert von a-\-bi (siehe Erkl. 15) 
trigonometrisch darstellen? 


Antwort. Man erhält für: 
1 1 


a-\-bi r^' (cos 71, -|- i sin y ,) 

und wenn man Zähler und Nenner der 
rechten Seite dieser Gleichung mit dem 
Konjugierten des Nenners, also mit: 

r^ • (cos<y>, — i sin (p^) 

multipliziert : 

Tj • (cos y, — i sin (pi) 


a-{-hi r, • (cos y , + » sin y j ) • r^ • (cos (p^ — ismtp^) 

oderf 

_ r^-(cosy, — isiny,) _ ±_, _ 

ri • r j • (C082 yj 4" 8i^^ ^1) **i 


f sin(f'J 


Frage 73. Wie findet man in der 
Zahlenebene durch Zeichnung den Punkt, 
welcher den Quotienten: 


4arsteUt? 


a-^ßi 


Antwort. (Fig. 17.) Man errichte in 
den Endpunkten der Strecken oq^ = -^a, 
os^ = -\-bij oq,^ = -\-a und 0S2 = -f-j5i 
auf MN bezw. P Normale. Ihre Schnitt- 
punkte Pi und JP2 stellen dann die kom- 
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Das Reclmen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 


Figor 17. 






Erkl. 188. Ein zweites Verfahren zur Er- 
mittelung des Punktes, welcher den Quotienten: 

a-\-ßi 

darstellt, besteht darin, dass man den Quotienten 
berechnet und den Punkt der resultierenden 
Komplexen in der Zahlenebene aufsucht. Da 
(nach Antwort auf Frage 38) : 


a-\-bi aa~\-bß 

tt + ßi "" «»-fi^ 


+ i 


(aß — ab) 
«2 + /S« 


gibt, so hat man auf der Achse der reellen 
Zahlen im Endpunkte der Strecke: 

a« + bß 

und auf der Achse der imaginären Zahlen im 
Endpunkte der Strecke: 

aß — ab 


08^ = 


«« + 


Normale zu errichten. Ihr Schnittpunkt p^ stellt 
dann den gegebenen Quotienten dar. 

Erkl. 189. Ist die Amplitude des Divisors 
grösser als die des Dividendus, so gibt 
(<y>j — ^2) einen negativen Winkel (f. Dann 
bildet der Modnius des Quotienten mit der 
Achse der positiven reellen Zahlen den Winkel 
(3600 — (p). (Siehe Erkl. 142. Vergl. die Auf- 
gaben 57 und 58.) 

Erkl. 140. Die graphische Darstellung der 
Divisiou komplexer Zahlen besteht nach neben- 
stehender Antwort also darin, dass der Modnius 
(Radiusvektor) des Dividendus im Verhältnisse 
von (Modnius des Divisors) : 1 geändert und 
gleichzeitig um die Amplitude des Divisors nach 
der fiichtnng gedreht wird, nach welcher die 
Neigungswinkel abnehmen. 


plexen Zahlen a-\-hi bezw. a-f-/9i in 
der durch das Linienkreuz bestimmten 
Zahlenebene dar. Hierauf verbinde man 
p^ und P2 iiiit niid trage an opj = r, 
den Winkel P2^?2 so an, dass Winkel 
qoN -= p^oq^ — P^oq^ wird. Alsdann 
mache man ot^ = r^ und oi? = 1 (der 
angenommenen Längeneinheit), verbinde 
V mit t^ und ziehe durch p^ zu t^v eine 
Parallele bis zum Sclinittpunktepg mit 05. 

Dann erhält man (nach ErkL 126): 
oder: 

n : rj = op^ : 1 

daraus folgt: 

op, = r = ^ (nach Erkl. 20a) 

Ferner ist: 

<^ y = <^ y j — ^ y, (nach Konstruktion) 
also: . 

cos (p = cos (^1 — ^2) 

und 

sin (p = sin {(p^ — y,) 

Mithin ist: 

r • (cos V + » sin y) = 

^ • [cos (y 1 - y,) + i sin (y, — y,)] 

oder nach der Antwort auf Frage 71: 

r» (cosy + * siny) = 

r^ ' (cos (f^ -\- i sin y^) a-{-bi 

Tj • (cos fpj -|- i sin (p^) a-\- ßi 

Demnach stellt Punkt p^ den Quo- 
tienten : 

a-\-bi 

« + /»»■ 

dar. 

Aus dieser Konstruktion ergibt sich 
folgender Satz: 

„Der Modulus (Radiusvektor) des 
Quotienten zweier komplexen Zahlen 
ist gleich dem Quotienten des Mo- 
dulus des Dividendus durch den des 
Divisors und bildet mit der Achse 
der positiven reellen Zahlen einen 
Winkel gleich der Differenz der 
Winkel, welche die Moduln des 
Dividendus und des Divisors mit 
jener Achse einschliessen." 

(Vergl. Erkl. 139.) 
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Frage 74. Wie lässt sich der Quotient 

a) zweier reellen Zahlen 

b) einer reellen Zahl durch eine 

imaginäre Zahl Antwort. 

c) zweier imaginären Zahlen ^^ g-^^^ 2ähler und Nenner positive 

d) einer imaginären Zahl durch reelle Zahlen (z.B. +a und +«), so 
eine reelle Zahl erhält man: 

trigonometrisch ausdrücken und wo liegt + a _ r^-fcosoo + tsinoo) \ (nach Antwort 
in der Zahlenebene der Punkt, welcher +ö" "" r,.(cos0o-[-t8inO0) / auf Frage 59) 
diesen Quotienten darstellt? oder: 




Der diesen Quotienten darstellende 

Punkt liegt demnach auf der Achse der 

positiven reellen Zahlen und zwar in 

&U.141. Für die Winkel aller Q^^^^ einer Entfernung von ^ = - Einheiten 

dranten findet nach einem Satze der Gomo- t.-, n i x ^a « 

metrie statt: vom NuUpunkte. 

sin(— a) = — sin« Sind Zähler und Nenner negative 

cos(— «) = +co8a reelle Zahlen, so ergibt sich: 

tg(— «):=— tg« — g _ r^'(co8l80^>-|-tsinl80^) _ r^ 

cotg(— «) = — cotg« —a "~ r,.(co8l800 + * sin 1800) — ^j 

Demnach liegt der Punkt des Quo- 
tienten -^-^ auf der Achse der positiven 

, ^_ , , , . , reellen Zahlen und ist um ^ = -^Ein- 

Erkl. 142« Ist ^ y» > -^ <^, , so ist das »'s « 

zweite GUed des Eichtnngskoeffizienten (vergl. heiten vom Nullpunkte entfernt 

Antwort auf Frage 58) negativ (s. Erkl. 139). jg^ ^^^ Zähler positiv, der Nenner 

negativ, so folgt: 

+ a __ r^-(co80'> + t8in00) 
— « "" r2.(cosl80«4-»8"^i80") 

Erkl. 148. Aus der Antwort auf Frage 74, a) = ~- • [cos (Oo — 1800) + * sin (0© - 180©)] 

ergiht sich folgender Satz: « ^^^^^ ^^^^^^ ^^ j, 71^ 

„Der Modulus (Radiusvektor) des Quo- "^®^- 
tienten zweier reeUen Zahlen — ist gleich = "t- [cos (— 1800) + * sin (- 180«)] 

der «-fachen Verkleinerung des Modulus oder (nach Erkl. 141): 
von a und fäUt mit der Achse der reeUen 

Zahlen zusammen." =r -^ . (cos 1800 — i sin 180«) (s. Erkl. 142) 

**« 

Der diesen Quotienten darstellende 
Punkt liegt also auf der Achse der 
negativen reellen Zahlen. Seine Ent- 

femung vom Nullpunkte beträgt -^ = — 
Einheiten. * 

Ist derZähler negativ, der Nenner 
positiv, so folgt: 

■-a_^ r,.(cosl800-^.;sml800) ^ II. [cos (1800^ 00) + t sin (1800- OO)] 
+ « rj-(cosO«+»smOO) r^ 

^ !jl . (cos 1 800 J_ i sin 1800) 
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Der Punkt dieses Quotienten liegt- 
auf der Achse der negativen reellen 
Zahlen und zwar in einer Entfernung 

von ^=: — Einheiten vom Nullpankte 

f et 

(vergl.' Erkl. 143). 

b) Ist der Zähler eine positive 
reelle Zahl, der Nenner eine posi- 
tive imaginäre Zahl (z.B. -\-a und 
-\-ßi)j so erhält man: 

+ a _ ri.(co800 + »8in00) 


+ ßi r^. (CO890O + i sin900) 

oder: 


(nach Antwort auf Frage 59) 


[cos (00 — 900) _[_ i sin (Oo — 900)] (nach Antwort auf Frage 71) 


' oder: 


(cos 900 ^ i sin 900) (nach Erkl. 141) 

Demnach liegt der Punkt des Quo- 

fol^Sr^si:^:^'''^''^*'''''*^''^^''*^ ^^^^^^ ^^^ -+^ auf der Achse der 
„Der Modulus des Quotienten einer reellen negativen imaginären Zahlen und zwar 
Zahl a durch eine imaginäre ßi ist gleich . . 171 x^ ^1 <> -rt- 
deriS-fachenVerkleinerungdesModulvona ^^ ^^^^ Jiintlemung von — = yi^iin- 
und zu letzterem normal gerichtet, d. h. j^gj^^jj ^^^ Nullpunkte, 
mit der Achse der imaginären Zahlen zu- ^ 

sammenfallend." Ist der Zähler eine positive reelle 

Zahl, der Nenner eine negative ima- 
ginäre Zahl, so ergibt sich: 

\,. = / Qr7/^nT* ■ nrynnx (^ach Autwort auf Frage 59) 

— ßt r,. (cos 2700 -|-»sin 2700) ^ o / 

oder : = -' . [cos (— 2700) + ♦ sin (- 270»)] = ^ . (cos 270» — i sin 270») 

•2 ^j 

Der diesen Quotienten darstellende 
Punkt liegt demnach auf der Achse 
der positiven imaginären Zahlen. Seine 
Entfernung vom Nullpunkte beträgt 

— = — Einheiten, 

Ist der Zähler eine negative reelle 
Zahl, der Nenner eine positive ima- 
ginäre Zahl, so folgt: 

— a r,. (cos 1800 + »sin 1800) ^ ^^n . . . r.^. 

'^r-rr = —^ iwiT ' • onnx == -^.(CO8 900 + »sm900> 

-j-ßt rj-(cos900-|-t8m900) r^ ^ 

Der Punkt dieses Quotienten liegt 
auf der Achse der positiven imaginären 
Zahlen und zwar in einer Entfernung 

von -^ = -^ Einheiten vom Nullpunkte- 

Ist der Zähler eine negative reelle 
Zahl, der Nenner eine negative ima- 
ginäre Zahl, so erhält man: 

— a ri.(cosl800 + t sin 1800) ;. , _ .^ . . ^^. 
— * / _ 1 (cos 900 — t sin 900) 


ßi r j . (cos 2700 + / sin 270^) r 


i 
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Der diesen Quotiei 
Punkt liegt auf der Ac 
imaglDären Zahlen, i 
vom Nullpnnkte betri 
Leiten (vei^L Erkl. 14- 

c) Sind Zähler nn 
tive imaginäre Zahl 

+ bi __ r,-(cog90 
. +^t ~ r,-(co890 

Der diesen Quotiei 
Punkt liegt auf der A( 
reellen Zahlen und ist 
heilen vom Nullpunktt 

Sind Zähler und N< 
imaginäre Zahlen, f 

~-bi _ r,-(co8 270' 
'- ßi ~ »■,.(cos270' 

Der Punkt dieses 
also auf der Achse dei 
Zahlen in einer Entfen 
Einheiten toui Xallpni 

Ist der Zähler eini 
Nenner eine negat 
Zahl, so fnlgt: 

+ bi_ _ r,-(coä9Q" + »sm30°) _ r, 

— ßi ~ fj-(co8S700 + isina7O0) ~ r,'' 

Der diesen Quotiei 
ErU. 146. Ans dei Antwort anf Frage 74, c) Punkt liegt auf der Ac 
folgt der Satz: n r, ti j 

„Der Mod«lus de« Quotieiiten zweier üna- ''^e"«" Wahlen und Z^ 
giiilrenZahlen(^)i8tgleichder^.fachen Einheiten VOm Nullpui 

TTii-_ j'ilrji i- j Ist der Zähler eine 

verklemerang des ModalDB von Ell nudzu .t 
letzterem normal gerichtet." Nenner eine positi 

Zahl, so ergibt sich: 

— ii _ .■,-(cog270° + iaiii27O«>) _ r. 


■,-(C08yt)« + »ailiil(») r. 

Der Punkt dieses 
auf der Achse der i 
Zahlen und zwar um - 
vom Nullpunkte entfen 

d) Ist der Zähler 
imaginäre und der ^ 
tive reelle Zahl, so 

in 90» ) _ Vj^ 


y,-l.coaOi> + iainO») 

Der diesen Quotiei 
Punkt liegt auf der A( 
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imaginären Zahlen und zwar m einer 

r b 

Entfernung von -^ = — Einheiten vom 


rj a 


Nullpunkte. 

Ist der Zähler eine positive ima- 
ginäre und der Nenner eine nega- 
tive reelle Zahl, so ergibt sich: 

+ hi r, . (cos 900 + f Bin 90«) r^ , ^^ . . ,^. 

— J = — LJ — ^ ' ~ __L.(co8 900 — 1 8m 900) 

— « r2.(coBl800-|-*sml800) r, ^ ' 

Der Punkt von _ * ^i^&* ^^^ ^^^' 

Achse der negativen imaginären Zahlen. 
Seine Entfernung vom Nullpunkte be- 
trägt ^-— — Einheiten. 

Ist der Zähler eine negative ima- 
ginäre Zahl, der Nenner eine posi- 
tive reelle Zahl, so folgt: 

-bi r^. (cos 270^ + «sin 2700) r, , o™ i • • otao^ 

— T- — = f — r^ \ . » nnx = "^ * (cos 2700 + 1 sm 270©) 

+ a r,- (cos 00 + «Bin 00) r, ^ ' 

Der diesen Quotienten darstellende 

£rkl.l46. Ans der Antwort auf Frage 74, d) Punkt liegt auf der Achse der nega- 

ergibt sich der Satz: tiven imaginären Zahlen und zwar um 

-Der Modulus des Quotienten einer ima- r, & -m- v -x xt n ix x 

ginären Zahl bi durch eine reelle Zahl « "T = T Einheiten vom Nullpunkte ent- 

ist gleich der a-fachen Verkleinerung des ^trvit 

ModuluB von bi und fällt entweder mit t 1 j r7«T-i • x» 

letzterem zusammen oder bildet Beine Ver- Ist der Zähler eme negative ima- 

längerung." ginäre und der Nenner eine negative 

reelle Zahl, so erhält man: 

— bi r..(coB2700 4-t Bin 2700) r, , r./^. . . • «^«v 
— . _L_i ^_; L 3= — ^. (cos 900 4- 1 Bin 900) 

— « rj. (cos 1800 + ♦Bin 1800) r, ^ ^ »ui^v-^ 

Der Punkt dieses Quotienten liegt 
auf der Achse der positiven imaginären 
Zahlen. Seine Entfernung vom Null- 

r b 

punkte beträgt -^^ == — Einheiten (vgl. 
Erkl. 146). 


Frage 75. Wie lässt sich der Quotient: 

a) einer reellen Zahl durch eine 
komplexe Zahl 

b) einer komplexen Zahl durch 

eine reelle Zahl Antwort 

c) einer imaginären Zahl durch ^^ j^^ ^^^ Wähler eine positive 
eine komplexe Zahl ^,,|i, 2ahl (z. B. +a), der Nenner 

d) einer komplexen Zahl durch eine komplexe Zahl (z. B. oi-\-ßi), 
eine imaginäre Zahl so erhält man: 

trigonometrisch und graphisch _+«___ r,.(coBOo+»BinOO) \ ,^,^^ 

darstellen, wenn die komplexe Zahl nur « + /?/ "" r, • (cos e^j + » «n y,) I Antwort 
positive Glieder hat? (Siehe nach- ?• ( auf 

folgende Erklärung.) = --.(cosyj-tsmy,) j Frage 71) 


-[cos{1800-,^,) + ,-Bii,(: 
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Der diesen Quotienten dai 

Pnnkt liegt demnacli auf einer 

ErU.147. Es warte M weit ftthren. woU- welche mit der Acb8e der posiüv 

ten wir hier auch ajle die Fslle berfick nicht igen, Zahlen einen Winkel TOU (3i 

wo ein Glied der komplexen Zahl negativ iet einschliesst (siehe Erkl. 139 1 

S^';tSL?.''£S:=«";Ä"SSS: Seme Entfernung vom Nullp 

miUB dem StadieTenden überlawen bleiben, trägt — '= Ginheite 

iSiehe fibrigens die Änfgaben 67 und 68.) ''i Va^ + ß* 

Ist der Zähler eine n£ 
reelle Zahl, der Nenner ei 
plese Zahl, so ergibt sich: 
~a _ r,(cogl800+tgiiil80«>) 
a-\-ßi ~ r,-(coa^,-|-isinq>,) 

Der Punkt dieses Quotien 
also auf einer zum Modnlus 
pleien einen Winkel von (1 

=^..1 1JX . j .4 - /BW TK 1 bildenden und nach der Seife 

Erk].UTa< AnBderAntwortaiiiFTage75,a) >_,,-. j i. i v 

folgt der Sato- neigten Geraden, nach welche] 

,Der Modulns (Radius vektor) de» Quo- guugswinkel wachsen. Seine El 

tienten einer reellen Zahl »durch eine vom NuUpunkte beträgt -!J- = - 

kompleie Zahl f + fit ist im Verhältnisse '^ »■» 

von 1 :(Modui«s von « + ^0 kleiner als Einheiten (vergl. Erkl. U7a). 

der Modnlns von a." \ a /• 

b) Ist der Zähler eine kc 
Zahl (z. B. a-\-bi), der Nen 
positive reelle Zahl (a), s 

a-j-6,- ^ fr..(cQay. + .'giny.,) 
-j-a r,-(coBO«-hi8inO") 

Der diesen Quotienten da 
EritI.14S. Ans der Antwort anf Frage 75, b) Puükt liegt demnach auf dem 
i folgt der Satz: _ 

„Der Modnlns des Qnotienten einer kom- ^es Zählers und zwar um ^ = 
I pleienZahla + fc.dnRih eine reelle Zahl« Einheiten vom NuUpunkte ent 

I 18t gleich der «-fachen Verkieinernng des "^ 

Modnlns von <i-|-£t und füllt entweder Ist der Zähler eine ko 
mit letMerem ansammen oder bildet seine Zahl, der Nenner eine ni 

Teriängerang." reelle Zahl, SO ergibt sich: 

-a r,.(cOBl80»-fiBinl80«) ,^1'"^''''' •"""^ -l-'™» 

oder, da y, OO** ist (wegen 

■ nähme, dass die komplexe . 

positive Ölieder besitzen so: 

j ..1±^ = ii..[coB(I800—v,) — '«11(180» — Vi)] 

Der Punkt von ~~- li 
nach anf dem rückwärts (aber 
pnnkt hinaus) verlängerten Mo 
a-\-bi und zwar in einer E 

von -^ — — ■ — Emneiten 

punkte (vergl. Erkl, 148). 


-(«wy. -\ 
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c) Ist der Zähler eine positive 
imaginäre Zahl und der Nenner 
eine komplexe Zahl, so erhält man: 

— ' =-^-^7 7—^' T- = - • [cos 900 — <^,) + ♦ Bin (»00 — </^ j)] 

Der diesen Quotienten darstellende 
Punkt liegt also auf einer zur Achse 

Erkl.149. Ans der Antwort auf Frage 75, c) ^^^ positiven reellen Zahlen unter einem 
ergibt sich der Satz : Winkel von (90^ — g)^) geneigten Ge- 

„Der Modulns des Quotienten einer ima- raden und zwar in einer Entfernung 
ginären Zahl dt durch eine komplexe Zahl n h -n>- ^ -^ x^ n 

a + ßi ist im Verhältnisse von 1 : (Modulns ^on -> = — ==-Emheiten vom Null- 
von a-^ßi) kleiner als der Modulns von b »." , . * V « i" P 

Ist der Zähler eine negative ima- 
ginäre Zahl, der Nenner eine kom- 
plexe Zahl, so ergibt sich: 

— 6t r, . (cos 2700 + 1 sin 2700) j., , ,^„^ x , . • ,«,nA m 
T-T^ = -^-^ -^-^* T-^ = -^- [cos (2700 — y ) ^ »gm (270© - r/ J] 

tt-f-ßt r,«(cos(f,-|-t8in<fj) ^2 

Der Punkt dieses Quotienten liegt 
also auf einer zur Achse der positiven 
reellen Zahlen unter einem Winkel von 
(270*^— qpg) geneigten Geraden und zwar 

um — = — ==- Einheiten vom Null- 

^i V «2 + ß* 

punkte entfernt (vergL Erkl. 149). 

d) Ist der Zähler eine komplexe 
Zahl, der Nenner eine positive 
imaginäre Zahl, so erhält man: 

a + hi r,-(co8yj + »sin«),) r. ^ . ^^.. .... ^^.t 

oder, da y, <90'' ist: 
"J^t* = T- [«08 (900 _ y,) - ,• sin (900 _ y,)] 

Der diesen Quotienten darstellende 
Punkt liegt auf einer zum Modulus 
des Zählers normal und nach der Seite 
hin geneigten Geraden, iiach welcher 
die Neigungswinkel abnehmen. Seine 
Entfernung vom Nullpunkte beträgt 

u ß 

Ist der Zähler eine komplexe 
Zahl und der Nenner eine negative 
imaginäre Zahl, so folgt: 

Jii^ = _rLl(Ä±Ä«?L^ = ^.[eo8(v.. - 2700) + ,Bm(v, -2700.] 

— ß% rj '(COS 2700 -f-t Sin 2700) f^ l \fi / 1 vti ,1 

oder, da cp, < 90^ ist : 

IT»' 

^J; * = ^ . [cos (2700 _ ^p^) _ i ain (2700 — y,)] 

Der Punkt dieses Quotienten liegt 
auf einer zum Modulus der Komplexen 
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Erkl. 150. AuB der Antwort aof Frage 76, d) normal stehenden nnd nach der Seite 

folgt der SaU: Ijjq geneigten Geraden, nach welcher 

«r™^l'f'"*it*l".°,^r'^^"-"fJt!*^ die Neigungswinkel zunehmen. Seine 

plexen Zahl o + oi durch eme imaginäre t, .n = = vi n i .. l » -■ ■. 

Zahl ßi ist gleich der ;j-fachen Verkleine- Entfern ung Yom Nullpunkte betragt 

mng des Modul vou a-\-bi und zn letz- r, _ y a--\-b^ , 

terem normal gerichteL" '^ ~ 


~ Einheiten (vgl. Erkl. 160). 


a) GeUste Aufgaben. 


Angabe 67. Nachfolgende Qnotienteo 
sind graphisch und trigonometrisch 

darzaatelleu: 

-1 + 7' 


«) 


+ 1 + 3» 
Fignr 18. 

p« — Is, 



AuflQsiuigen. 

a) (Figur 18). Man errichte In den End- 
punkten der Strecken oq^ = — 1, oSy = -\-l, 
oqf=^-\-\ und 0Sg^-|-3 Normale anf jf ^V 
bezw. OP. Ihre Schnittpankte j>i nnd p^ 
stellen dann den Zähler, bezw. den Nenner 
des gegebenen Brachea dar. Hierauf ver- 
binde man p^ nnd p^ mit o nnd trage an 
*'P\ =^ 'i den Winkel p^oq^^ (pg des kom- 
plexen Nenners bo an, das» Winkel uoN ^= 
PiOq^ — Pt^9t wird. Alsdann mache man 
ot = r^ und ov=^oq^ = l, verbinde t mit v 
und ziehe dnrch pi zu Ip eine Parallele bis 
zum Schnitte mit der Geraden ou. Der 
Schnittpunkt p^ Btellt dann den gegebenen 
Quotienten dar (nach Antwort auf Frage 73). 

Trigonometriscli erhält man, wenn 



— 

+ '• 

= r.-(c 

03^1 + 

iain^,) 


+ 

+ 3. 

= v(" 

D.y,+ 

lan,,^ 

ud 







— 
+ 


= ,.(10 

•T + f 

m») 

setzt 

tür 





fia. 

») = 

••,•( 

^"f,+ 

am<p,> 

1 (nach 

>•■■( 

Mt,+ 

.mf,) 

1 Antwort 


Brkl. 161. Da tgy, = --j = — 7 ist, 

Ko liegt if, im zweiten Quadranten (nach 
Erlil. lOS). Man erhält: 

tg(f, = 7,0000 
tg8l<»50' = 6,0682 


[coB(v, — Va) + «8in(v, - VjI] I Frage 71) 

. Nun ist: 

i:, = l/l» + 7* = /5Ö = 7,071 
r, =: V'li-l-as = V^IO = 3,162 
V, = 98» 7' 51" (nach Erkl. 161) 
<p, = 71« 38' 54" (nach Brld. 152) 
Folglich gibt: 
7,071 


Best: ai8 

Differenz filr 1 Minute = 147,2. Zum Wmkel ~l + 7t 

810 50' kommen also noch: -|-l-|-3i 

318 _ 2 -52! = 2' 9" [**^ (^^^ ^' ^^" ~ "" ^^' ""* 

147,2 ms -j- i Bin (»8» T 51" — 71» 33' 54")] 

Mithin ist: = 2,236-(coB26033'57" + (8in26*33'67") 


9, = 1800 — 810 62' t 


= 980 T 51" 


Demnach iet: 


= 2,236 
<^^ = 26*33' 
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d) 


2 — 3* 



d) (Figur 21). Der den Zähler des ge- 
gebenen Braches darstellende Punkt liegt 
auf der Achse der positiven reellen Zahlen 
in einer Entfernung von 3 Einheiten vom 
Nullpunkt und ist Pi. Der Schnittpunkt p^ 
der beiden, in den Endpunkten oq^ = — 2 
und OS, = — St auf MN bezw. P errich- 
teten Normalen stellt den gegebenen kom- 
plexen Nenner dar. Man verbinde p^ mit o 
und lege an die Gerade oN den Winkel 
Piop^ 80 an, das8 Winkel uoN = ^op^ 
wird. Hierauf mache man ov = 1 nna 
ot = op^ = Tj, verbinde t mit jd^ und 
ziehe durch v eine Parallele zu tp^ bis znm 
Schnitte mit ot. Der Schnittpunkt p^ stellt 
dann den gegebenen Bruch dar. Denn nach 
Erkl. 126 findet statt: 


oder: 


Erkl. 155. Da tg(fj = 


— 3 


-2 =+^'^ "*^ d. L: 
80 liegt </), im dritten Quadranten (nach 
Erkl. 102). Man erhält: 


ov: op2 = op^ :ot 
1 :r- : 


r :r. 


tgf/), = 1,6000 
tg560 10'--= 1,4919 


Rest: 81 . 

Differenz für 1 Minute = 9,4. Zum Winkel 
560 10' kommen also noch: 


Femer ist: 

Demnach ist ^3 der Punkt der Komplexen: 


oder: 


^ . [cos (00 — <y>,) -f- i sin (00 — </>,)] 


♦"i /««-, •-:« \ 1 (siehe Antwort 
-- . (cos V, - . sm v.) j ^^f j.,^^ ^^ ^^ 


Mithin ist: 

V, = 1800 + 560 18' 37" = 2860 18' 37" Trigonometrisch erhält man, da: 

3 = t'i • (cos <f , -f- f sin y j) = r, • (cos Oo -f- 1 sin OO) 
— 2 — 8 1 = r, • (cos ff j 4" ' sin y,) 

und 
3 


— 2 — 3t 
3 


— = T' (cos y + 1 sin ff) 
ist, für: 


f\ 


2 — 3t 


j-r- = r • (cos (f-\-i sin y) = — i- • (cos (/g — i sin y,) 


Nun ist: 


und 


r, = V22 + 32 = \/l3 = 8.606 


8 


2 — 8 t 


8,606 


y, = 2360 18' 37" (nach Erkl. 155) 
folglich gibt: 

(cos 2360 18' 37" — i sin 236o 18' 37") 
oder: 


= 0,832 (— cos 660 i8' 37" + 1 sin 56o 18' 37") (nach Erkl. 101 ) 

Demnach ist: 

r = 0,832 

und es bildet dieser Modulus mit der Achse 

der positiven reellen Zahlen einen Winkel von : 

1800 — 660 18' 37" = 1230 41' 28" 
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ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 68. Nachfolgende Qnotienten 
sind graphisch nnd trigonometrisch Andentuniren. 

a) Auflösung analog der Auflösung von 
^ + 5*' Aufgabe 57, a). ' 


a) 


^ 4-2 + * b) Die Auflösung geschieht nach der Ant- 

^ — 4i' wort auf die Fragen 73 und 75, d). 

^ 1 c) Die Auflösung erfolgt nach der Ant- 

^) _3 — 41 wort auf die Fragen 72 und 73. 
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4) ^ Ueber das graphische und trigonometrische Potenzieren. 

Frage 76. Wie lässt sich die Potenz 
einer komplexen Zahl trigono- 
metrisch darstellen, wenn der Ex- Antwort. 
ponent : a) Es sei der Potenzexponent n eine 

a) eine positive, positive, ganze und reelle Zahl, und 

b) eine negative, die komplexe Zahl: 

ganze und reelle Zahl ist? a±bi = r^icosif + isrnff) 

Dann erhält man für: 

(ff + 6 i)^ = [r • (cos (f -\- i sin </))]2 := r • (cos (f -f- * sin </>) • r • (cos (p -\- i sin tp) 

oder (nach Antwort auf Frage 67): 

= r^ • [cos {(p ■\-(p)'\-i sin (y -|- y)] 

d. i. : 

(o -|- 6t)2 =: r2. (cos 2(p-\-i sin 2 (p) 

Multipliziert man (a -\-bif mit (a -f- hi), 
so ergibt sich: 

(a -j- &»)8 = r«' (cos 2 (^ + » sin 2 f/)) • r • (cos (p-\-i sin tp) 

oder: 

= r8. (cos 3 cf -}- 1 sin 3 (p) 

Erkl. 156. Die znr Berechnung der Potenzen Setzt man die Multiplikation mit 

komplexer Zahlen dienende Formel: (o_|_Ji) fort, SO erhält man: 

(a + h{)n z=z rn . (cos« (f- + ismmp) (^ _|_ 5,-)4 — ^ • (cos4f^ + 1 sin4r/>) 

wird nach ihrem Erfinder dem Bfathematiker ^^^^ ^„^ allgemein: 
Moivre, die „Moivresche Former nnd das . . x 

in ihr liegende Gesetz der „Moivresche Satz« (a + &i> = r». (cosny + »smny) 

genannt. (vergl. Erkl. 166) 

b) Ist n eine negative, ganze 
und reelle Zahl, so hat man: 

{a + h /)-« = -, — .\ . (nach Erkl. 24) 

und 

[r.(C08y' + «8inff)] — " = -^, r—r-. Tt— 

'^ ^ ^ ' "J . [r-(cosy + tsmy)]» 

oder (nach vorstehender Antwort): 

(a + 6l)-« = :— r-: r- 

r»» • (cos n y -)- » sm w </)) 


(a-f-Ä*)-*» = 
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Multipliziert man den Zähler und den 
Nenner dieses Bruches mit dem Konju- 
gierten des Nenners, also mit: 

r^ • (cos n<p — i sin n^) 

SO erhält man: 

r» • (cos n</) — i sin n (p) 
r*» • (cos n^ -|- « sin n y) • r*» • (cos n(f — » sin n (p) 

oder, wenn man die beiden Klammer- 
ausdrücke im Nenner miteinander multi- 
pliziert: 

(a + ht)-n = . n'(^.^''!fziJ}^''.'p) 

r»»r»»» (cos*« y 4-» sinne/) • cos ne/) — iBmmp'COBncp — i^-an^tKf) 

oder gekürzt: 

, , , .X cosn<p -- tsinno) 

(a + 6»)— »z= ■ — — — 

r« • (cos« n (/) — » Ä • sin* » </>) 

oder, da: 

— I« =: + 1 

und 

ist (nach Erkl. 130): 

(a-fr&t)— « = — '(QOsn(p — »sinn«?) 

Bedenkt man, dass: 

C08n<^ = cos( — ntp) 
— sinne/) = +8in( — n<p) 

ist (nach Erkl. 141), so kann man auch 
schreiben: 

(a + 6«)— »• = [cos (— n y) + » sin (— n y)] 

Aus Vorstehendem folgt der Satz: 

„Eine komplexe Zahl wird mit 
Erkl. 157. Der Moiyresche Satz hat nicht einem ganzen und reellen ßxpo- 


nur für positive, sondern auch, wie aus der nenten potenziert, indem man ihren 

Ä?.e!laJ^lTn/S,e£ pSÄ'en£ Modulus potenziert und die AmpU- 

Gültigkeit (siehe auch Erkl. 159). ^^^^e mit dem Potenzexponenten 

multipliziert." (VergL Erkl. 157.) 

Frage 77. Welche Beziehungen finden 
zwischen den gleich hohen Potenzen Antwort. Ist: 
zweier konjugierten komplexen Zahlen , ,. , i . . x 

statt? a + 6» = r.(cosy + »smy) 

, SO ist: 

d — bi = r»(cosy — ieiiKp) 

(nach Antwort auf Frage 59) 
femer : 

(a -|- hi)** =z rn . (cos« y -\- i sin w ff) = r» • cosn<f -|- ir»* • sinn^ 

und 

(a — 6»)» = r» • (cos nc/) — i sin n(/)) = r» • cos ntp — n*»» • sin n<y> 

Setzt man für: 

r» • cos ncp = A 

und für: 

t^'BintKf = B 
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SO erhält man: 
und 

(a— b»)H=:^ — B» 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Konjugierte komplexe Zahlen, mit 
derselben reellen Ganzzahl poten- 
ziert, geben konjugierte Werte." 


Fra^e 78. Wie lässt sich die Potenz 
einer rein imaginären Zahl trigono- 
metrisch darstellen? 


ist: 


Antwort. Nach Antwort auf Frage 76 


Wird a = o, so ist: 

r = 6 und <^ <^ = 900 
(nach Antwort auf Frage 59) 

Demnach erhält man für: 

(6 f>* = &H . (cos n- 900 + 1 Bin n . 900) 


i 


YrBge 79. Wie findet man in der 
Zahlenebene durch Zeichnung den 
Punkt, welcher die Potenz einer kom- 
plexen Zahl a-^-bi darstellt, wenn der 

Exponent eine reelle Ganzzahl ist? Antwort. (Figur 22.) Man errichte 

in den Endpunkten der Strecken oq^ = 
+ ö und 08^ = -f- bi auf MN bezw. OP 
Normale. Bir Schnittpunkt stellt dann 
die Grundzahl der gegebenen Potenz dar. 
Hierauf verbinde man p^ mit und 
schlage mit op^=r um einen Kreis- 
bogen. Alsdann trage man den zum 
Winkel Pioq^ = q> gehörenden Bogen 
ppi von p aus so oft, als der Exponent 
Einheiten besitzt, und, falls der Exponent 
positiv ist, nach der Sichtung ab, nach 
welcher die Neigungswinkel zunehmen; 
falls er jedoch negativ ist, nach ent- 
gegengesetzter Sichtung ab. 

Dann liegt der Punkt, welcher {a-\-b tf 
darstellt, auf der Geraden osg, welche 
mit der Achse der positiven reellen 
Zahlen den Winkel 2 q> einschliesst, und 

Erkl. 168. Aus nehenstehender Antwort ^fl^ "} ,^i»^^ Entfernung == r« vom 
geht hervor, dass die Potenrienmff einer kom- Nullpunkte. Ist r = 1, so ist p^ der 
plexen Zahl gleichbedeutend ist mit der Molti- Punkt von (a'\-bif, 
plikation ihrer Richtung nm den NuUpunkt. p^^. ^.^ p^^^^^^ (a + i/)-* darstel- 

lende Punkt liegt auf der Geraden 05^, 
welche mit der Achse der positiven 
reellen Zahlen einen Winkel ( — 2cp) 
einschliesst, und ist vom Nullpunkte um 

Krüger, Das Rechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 8 
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Dag Bechnen mit imagin&ren and komplexen Zahlen. 


— Einheiten entfernt Ist r = 1, so ist 

p^ der Punkt dieser Potenz. 

Der Punkt, welcher (a^bt)^ dar- 
stellt, befindet sich auf der Geraden os.. 
und ist vom Nullpunkte um r' Einheiten 
entfernt. Der Winkel s^op ist 3qp. Ist 
r= 1, so stellt Punkt 2?g {a^bt)^ dar. 

Und so fort. 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 59. Es sind die ersten 7 Po- 
tenzen von (1 + graphisch und trigono- 
metrisch darzustellen; der Exponent ist 
positiv. 


Auflösung. (Figur 23.) Die in den End- 
punkten der Strecken oq^ = -\-l und 


Fignr 88. 


osj = 4-t auf MN bezw. OP errichteten 
Normalen schneiden sich in p^ , welcher 
Punkt demnach die Grundzahl der 
Potenz darstellt. — Man verbinde 
/>! mit and schlage mit op^ = 
r um o einen vollen Kreis, auf 
welchem man die Lilnge des Bo- 
gens vom Winkel Piop = cp von 
p Sius 7 mal (oder von Pi ans 
6 mal) nach der Kichtung aufzu- 
tragen hat, nach welcher die Nei- 
gungswinkel wachsen, weil der Po- 
tenzezponent positiv ist. Da g 
= 45^ wie nachfolgende Bechnnn^^ 
ergibt, so fallen die Punkte p^t Pi 
und Pq auf die Achsen des Koor- 
dinatensystems, die übrigen auf die 
Achsen eines zweiten Koordinaten- 
systems, welches zum ersten unter 
einem Winkel von 45^ geneigt ist. 
Es liegt also der Punkt von (1 -\- /*)- 
auf oO und in einer Entfernung 
= r* von 0, der Punkt von (1 + i)^ 
auf ö 9 in einer Entfernung = r* vom Null- 
punkte, der Punkt von (1+0* *^f ^^ J° 
einer Entfernung = r* von o, u. s. w. 

Trigonometrisch erhält man, da: 

r = yW+i» =1/2"=: 1,414 

und .^^ 

(f = 450 

' weil tg(p = -^Y = + 1 ist, für: 

(1 + t)i = 1,414. (cos 450 + » Bin 450), dargestellt durch p,; 

(l_[-i)2 = I,4142.(cos2.45o + tsin2.460) (nach Antwort auf Frage 76, a) 

= 2 '(cos 900-1- »sin 900), dargestellt durch 2)^\ 
(1 + 1)8 = I,414a.(co83.45o + »8m3.460) 

= 2,828-(co8 1850 -f-i sin 1850), dargesteUt durch p^; 
(1 -f t)^ = 1,414* . (cos 4 . 450 + i sin 4 . 450) 

= 4- (cos 1800 + 1 sin I8O0) , dargestellt durch p^ ; 
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(l^,-)6 = l,414».(co85.460-[-»8in6.460) 

= 5,666 -(cos 2250 4- i sin 2250)1 dargesteUt dnrdi p^; 

(1 -!-•)«=: 1,414«* (008 6 -450-^.1 sin 6 -450) 

= 8-(co82700 + »8in2700), dargestellt durch p^^; 

(1 -l-t)'' = 1,4147.(008 7.460 + »sin 7. 450) 

= 11,812.(008 8160 + »sin 3160), dargestellt durch pj. 


Aufgabe 60. Es sind die ersten 3 Po- 
tenzen von ( — 2 — 3t) graphisch und 
trigonometrisch darzustellen; der Ex- 
ponent ist negativ. 



AuflSsung. (Fignr 24.) In den End- 
punkten oqi = — 2 und os^ = — 3/ er- 
richte man auf MN bezw. OP Normale. 
Ihr Schnittpunkt Pi stellt dann ( — 2 — 30 
oder ( — 2 — Stjr^^ dar. Man verbinde p^ 
mit und schlage mit opi = r nra einen 
vollen Kreis. Auf diesem trage man die 
LSnge des Bogens vom Winkel pop^ ^= <p 
von p aus nach der Richtung, nach welcher 
die Neigungswinkel abnehmen (weil der Ex- 
ponent negativ ist), dreimal ab. Dann ist 
der Winkel: 

poQ =:^fp 

poR = poQ-\' QoR = — 2(f 
und poS z=poQ+QoR-{-RoS=: — 8y 

Mithin liegt der Punkt von (— 2 — 3 «)- » 
auf der (Geraden oQ und zwar in einer Ent- 
fernung = — vom Nullpunkte, der Punkt 
von ( — 2 — 3^)~^ auf der Geraden oÄ in 
einer Entfernung von — g- von und der 
Punkt von (—2—30""® auf oÄ in einer 
Entfernung von --^ vom Nullpunkte. 

Trigonometrisch erhält man, da: 
r = V2« + 32 = 1/T3 = 8,606 

(f = 2860 18' 87" (nach Erkl. 159) 


und 
ist, für: 


(^2-8)-i = 3i5^.(co8236018'87"-»8in286018'37") } ^^if^^^ 

oder: = 0,277 • (cos 123o 41' 23" + » sin 1230 41' 23") (nach Erkl. 139), 

dargestellt durch p^ ; 

(_. 2 — 3)-2 = :5-iL;5-(co8 2.2360 18' 87" — »8in2.2360 18' 87") 

o,oOo* 

^ (cos 4720 37' 14" — » sin 472o 37' 14") 


oder : = 

oder : = 
(— 2 — 3)-3 = 


18 

J_ 

18 

18 


(cos 1120 37' 14" — i Bin 112© 37' 14") (nach Erkl. 131) 

(cos 2470 22' 46" + 1 sin 2470 22' 46'0, dargestellt durch p^ ; 
(008 3.2360 18' 37" — » 9in3.2360 18' 87") 


3,606» 

= 0,021 . (cos 7080 65' 51" ^ »sin 708© 55' 51") 
oder : = 0,021 • (cos 348o 55' 51" _ » rfn 3480 55' 51") 
oder: = 0,021 • (cos lio 4' 9" + i sin lio 4' 9'0, dargestellt durch p^. 
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Aufgabe 61. Es sind die ersten 4 Po- 
tenzen von ( — 2i) graphisch nnd trigono- 
metrisch darzastellen; der Exponent ist 
positiv. 


Fignr 26. 






+/^ 


Auflösung. (Figor 25.) Der Ponkt, 
welcher die Grundzahl der gegebenen Potenz 
darstellt I liegt auf der Achse der negativen 
imaginären Zahlen um 2 Einheiten vom Null- 
punkte entfernt und ist py Die Amplitude 
von — 2i ist q) = 270^. Da der Exponent 
positiv, ist, so ist von p aus auf dem mit 
dem Radius op^ = r beschriebenen Kreis 
nach der Richtung, nach welcher die Nei- 
gungswinkel zunehmen, der Bogen des 
Winkels von 270*^ 4 mal (oder von p^ ans 
3 mal) abzutragen. Es liegt dann der Pankt 
^ des Quadrats von ( — 2 t) auf der Achse der 
^ ^ negativen reellen Zahlen nnd zwar um r^ Ein- 
heiten vom Nullpunkte entfernt, der Punkt 
von ( — 20* aiif der Achse der positiven 
imaginären Zahlen und in einer Entfernung 
= r* von ö, der Punkt von ( — 20* auf der 
Achse der positiven reellen Zahlen in einer 
Entfernung = r^ vom Nullpunkte. 

Trigonometrisch erhält man, da: 

r = VW = 2 

und __-- 

(f = 2700 

ist, für: 

(— 2»)i = 2 • (cos 2700 -ft sin 2700), dargestellt dnreh p^\ 

(_2»)2 = 2«. (0082. 2700 + »8in2. 2700) 
=1 4. (cos 6400 + »8m 5400) 
oder: = 4. (cos 1800 -[-»Bin 1800) (nach Erkl. 131), dargestellt durch i)s; 

(—20» = 23.(c08 3.2700-[-t8in3.2700) 
= 8.(co8 8100-4-»8in8100) 
oder : = 8 • (cos 90o + i sin 900) , dargestellt durch i?g ; 

(—20^ = 24.(0084. 2700 + »8in4.2700) 
= 16 . (008 10800 ^ ,• gin 10800) 
oder : = 16 « (cos Oo -f- » sin OO) , dargestellt durch p^. 


ß) Ungelöste Aufgaben. 


Aufgabe 62. Es sind die ersten 5 Po- 
tenzen von (2 — /) graphisch und trigono- 
metrisch darzustellen; der Exponent ist 
negativ. 


Andeutung. Auflösung analog der Auf- 
lösung von Aufgahe 59. 


Aufgabe 68. Es sind die ersten 4 Po- 
tenzen von (-[-1,50 graphisch und tri- 
gonometrisch darzusteUen ; der Exponent 
ist negativ. 


Andeutung. Die Auflösung erfolgt nach 
der Antwort auf Frage 78 und mit Berück- 
sichtigung der Aufgabe 60. 


■ > ■» HIH' • ^ *- 
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5) Ueber das trl^ronometrische und graphische Radizieren. 

a) Ueber das trigonometrische Radizieren. 

Frage 80. Wie lässt sich die nte 
Wurzel ans einer komplexen Zahl: 

a+bi = r(oo8q> + ismip) Antwort. Nach dem Moivreschen 

trigonometrisch darstellen? Satze (siehe Antwort auf Frage 76 und 

Erkl. 166) ist: 

(a -{-&♦)*» = r*»«(co8m<p-|->8mf»9) 

Setzt man in diese Gleichung 
statt m ein, so erhält man: 

(a + fct)** = r**«! cos — ^-^-ifdn — «y 1 

Nach Erkl. 43a ist aber: 

_L »• n 

(a + hty = 1/(0 + 6f)i = \/a + bi 

und ebenso: 

Mithin gibt: 

\^^+bi = \/7. (coB ^ + isin -^^ 
(siehe Frage 82) 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

^Eine komplexe Zahl wird radi- 
ziert, indem man ihren Modulus 
(Radiusvektor) radiziert und die 
Amplitude durch den Wurzelexpo- 
nenten dividiert." (Vgl Erkl. 160). 


Erkl. 159« Wie ans nebenstehender Ant- 
wort hervorgeht, ist der Moiyresche Satz 
lucht nnr für ganze, sondern anch fttr ge- 
brochene Eiqionenten gültig. 


Erkl« 160« Die Badizierung einer komplexen 
Zahl ist gleidibedentend mit der Division ihrer 
Richtung nm den Nollpnnkt. 


Frage 81. Wie lässt sich: 


(Ya-^-hiyn oder \/(a-f &♦)»• 

trigonometrisch berechnen? 


Antwort. Nach Erkl. 43 a ist : 


m 


{Va + hi}n oder "/(a+l»»)"» = (a + fct)** 

Nach dem Moivreschen Satze gibt 
ErkL 161. Da — eine irrationale Zahl aber: 

W mm 

(vergL Erkl. 18) sein kann, so gilt die Begel , , , -V IT / ^ ^ . . . m \ 
für die Potenz einer komplexen Zahl also anch (^ + &0" = ^ • (^cos — -y + 1 sin — .y j 
für irrationale Exponenten. oder: 

= yrw.icos — ^+^8m — —j 


Frage 82. Wie lassen sich samt 
liehe Werte des Wurzelausdruckes: 


V+ia-^bi) 


bestimmen ? 


Antwort. Man kann für: 

N 


] 18 Das Rechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 


auch schreiben: 

n 


oder auch (nach Erkl. 9) : 


und erhält dann nach der Antwort auf 
Frage 80: 

\/+ (a 4- 6 = V+l • V r • ( cos ^ + » sin ^ ) 
— — \ n n J 

Da der Modulus eine absolute Zahl 
ist (vergl. Erkl. 12 und Antwort auf 


N 


Frage 55), so erhält man fttr y"»^ ^^' 
einen einzigen Wert; ebenso gibt der 
Richtungskoeffizient : 


(cos — -j- » sin — I 
n n J 


nur einen Wert Man wird daher die 
verschiedenen Werte von: 


erhalten, wenn man alle Werte von: 


ermittelt. Setzt man für: 


V + 1 = Q' (cos a + 1 sin «) 

dann ist: 

n 

^»» • (cos 7ia-\-i sin na) = ( \/+l)'* = i 1 

oder : 

Q*^ • cos na -)- t^w • sin n a = -)- l 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist 

Erkl. 162. Der Sinns ist Null bei den reell, folglich muss es auch die linke 
Wmkein von 0^, isoo, 860o, 540o, 7200 n. s. w. Seite sein, und es muss also das ima- 

oder, wenn man die Winkel statt dnrch Grade ginäre Glied i-f^«sinwa verschwinden, 

durch die Längen der mit dem Halbmesser = p^ i nicht gleich Null ist, da ferner 

zwischen ihren Schenkeln beschriebenen Kreis- ,_, „ ^j^° ..i^K* «.i^,-«i. xt.,ii 

bögen ansdrückt (vergl. Erkl. 98), bei 0, n, »uch q- oder q mcht gleich NuU sein 

271, Stt, 47r, 6n n. s. w. kann, weil man sonst für: 

QH . (cos w a ~|- » sin na) = 

erhalten würde, während dieses Produkt 
-f- 1 oder — 1 sein sollte, so muss sin h a 
gleich Null sein. Es muss also (nach 

Erkl. 168. Ist n eine gerade Zahl, so Erkl. 162): 

« na =^ 00, 1800, geoo, 5400, 7200 . , . 

e itzt \/+l die Werte +1 nnd —1, weil oder* n o o >i 

(+1)« dann +1 ist. Ist n eine ungerade . ' = «. ^. »tt, 3w, 47r • • • 

-^ n sein. 

Zahl, so gehört zu "/+ 1 der Wert +1; lässt Für die Winkel 0^ 360^ 720® • • •, 
• u A V .1 * -1 V T> * u * ,Vr-f oder 0, 27t . 47r • • •, oder allgemein 

sich n dnrch 4 teilen ohne Rest, so hat y + l ^i ^ 7 ^: ^ u^i? u- 

die Werte +i und - », weü (+»> in diesem ^^« = ^Att, wenn k eine beliebige, 

Falle gleich +1 ist (s. Antwort auf Frage 5). positive, ganze und reelle Zahl (ein- 
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l>a- schliesslich 0) bedeutet, ist der Cosinus 

/ " -l\2,. _ ri/r-rbTi»- ( n- m Prki AP\ = -J" 1' jedoch = — 1 bei den Winkeln 

( V - 1) ^ (V(- IW - (- D- (n. Erkl. 48) ^^^^ ^^^o^ ^^^o . . . , oder ^, 3 tt, 5^ . . . , 

n oder allgemein «a = (2Ä:-f- 1)^. 

ist, so sind die Werte von V — 1 unter den tt- i t v v..ii ^i 

2« Folguch erhalt man rttr: 

Werten von V+l. Da femer: +1 = ^- (co8 2A;7r + t8in2Ä:7r) 

- , , »• ,^ — 1 = p« . [cos (2Ä; + \)n + » 8in(2it + l)7r] 

U ±ir" = (l/(±0^)* = (±0^ = +1 (siehe Erkl. 163) 

'*/ — oder* 

ist, so befinden sich die Werte von \ -\-i ' , ^ / i t i a\ i 

unter den Werten von V+ J- ™^ — 1 = ^»•(— 1 + 0) = — ^»« 

Hieraus ergibt sich, dass g^ gleich 

ftrkL 164. Nach Erkl. 128 ist: der absoluten Einheit ist 

8in«.co8/J + cos«.sin/? = 8in(ft + ^) Demnach ribt- 

und co8«.cos/J-sina.8in/J = coa(a + ß) l^emnacn glDl. 

Nun gibt: ,'/-r-? ^ä:» , . . 2Är;r 

* V -4-1= cos h»8in 

(^cos^ +.sin-^j . l^cos-^ + tsm-jpj ^^^ 

^cosfcos^+.-.sinfcos^ yilT ^ cos <^^^ + ^>" +.sin <"^ + ^>" 

+ » cos— -sin [-»s.sm-^-sin lemer. 

* n n *^ ^ n n 

'^"'- V 2fc- . V . 2A.. V+ÖHFM=Vr.(co8|. + .-,inf). 

= cos -^'cos sin - - -sin \ '* * / 

^-f.fsm-^.cos— — + cos-^.8in— — ) und ^ "^ 

: I cos -^^ 1- 1 sin ' 1 

f(p + 2kn\ , . . /'(f + 2kn\ L ^ »' J 

= cos (^ ^^ j + . sm (^ j ^^^^ (^^^^ g^y j g4^ . 

In gleicher Wejse findet man für: *• 

f V , . . 9\ V' + (a + &0~ 
( cos -^ + » sm -i- ) • • 

L « >» J und 


d. i.: 


oder: 


,o.[^±<^±^] + ism\i+^±^] - 


V--(a + 6«) = Vr . 

{cos [^ + (^^ + 1)^1 + , sin r?Hi(2^+l)ül\ 

Erkl. 165. ¥Vat k = x nnd Är = x + n, ^ "- "* J "- "* . ^ 

worin « irgend welche positive reelle Ganzzahl Da k, wie bemerkt, jede beliebige; 
bedeutet, erhält man statt: positive und reelle Ganzzahl sein kann, 


cos 


^*^ einmal _ coa ^^^ ^0 scheint es, dass man für: 


= cos jj =r cos^— ^ + 2?i^ unendlich viele verschiedene Werte 


= cos 


klärung 131): 


statt: . 2*« . , . 2xn , cos(2;r + «) = cos« 

sin einmal — sm und . ,o i ^ 

n n 8m(27i-|-a) r= sin« 
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und sodann: ist, SO erhält man aus den beiden Elam- 

= sin ^•(^ + ^>^ = Bin 1^ ; merausdrücken : 


statt: /oi._i_i\ /o I t\ <50s t-ism 

(2ä: + 1)« . , (2a: + 1)71 n ' n 

cos ^ ! — ^— einmal = cos ' ..., j 

undBodann: " " cob <^*+^>" +.-,m Jg^+^J'L 

r2-(a:+n) + n /2x+2n+l\ ^ . „ , ** ** 

= cos|^ „ — ^Jw = ««(^ — — jw für zwei Zahlenwerte yon k, welche die 

[(2x+i) 1 (2 «4-1) ff Differenz n haben, das gleiche (siehe 
n "+^'^J = coB-^ — ^^ -, Erkl. 165). ffiemach können sidi für: 

«»«"= 3in(?^±llf! einmal =.iu<?^±ll^ ^±^ 

** ^* nur n verschiedene Werte ergeben, die 

und sodann: ujan erhält, wenn man für ik w aufein- 

= oin P'^^ + ''^ + n :T-Qm ^^^+^^'^ anderfolgende Zahlen, am einfachsten 

L ^ J «die Zahlen: 0, 1, 2, 3 ••.(»— 1) ein- 

also stets das nämliche. setzt. 

Frage 83. Welche Werte erhält 
™*° ^^' ^ Antwort. Es lässt sich zunächst: 

St?" ''"" *""^^'^^ ""^""^ ^*" ^ ^«»"^«g«» ^ ^« ^«^d«° Faktoren: 

M n 

l/o". ■/+! 
Da nun (nach voriger Antwort): 

Erkl« 166« Ist n eine gerade Zahl, so » 0«.^ oz.., 

*^ y + l = co8 |-tsm 

besitzt V-^-a zwei reeUe Werte, nämlich ^' ** 

•♦1 und 

-h 1 für i = und — 1 für ife — ^. Ist « 

^ W-^ (2Ä;+l)7r , .. (2Ä4-l)7r 
« y — l = cos-^^ ' — |-»sm-^ ■ — - — 

eine ungerade Zahl, so hat >/+a nur . , ... ** *' 

einen reellen Wert, nämlich +1 für k z= 0. ^h SO gibt: 

(Siehe die Aufgaben.) n n . 2kn ^ , . 2kn\ 

V-^a-— Va. Uos— ^ + ism-jj— J 

und 

Erkl. 167« Ist m eine gerade Zahl, so \ '* — 

besitzt V— a nur komplexe oder rein ima- f (2ä;+1)« . . (2ä;4-1)^1 
ginäre Werte. Ist « eine ungerade Zahl, [^^ ;; r»8m ;;^ J 

so hat /=^ einen reellen Wert, nämlich hierin sind für k nacheinander die 
1 ^, z. « — 1 /Q- 1, j- A 4. u X Zahlen 0, 1, 2, 3 • • • (n — 1) einzusetzen 
_. 1 fttr A; = ___. (Siehe die Aufgaben.) ^^^^^j Erkl. 166 Ulld 167). 

Frage 84. Welche Werte erhält 
man für die nte Wurzel aus einer Antwort. Ist der Radikandus eine 

positiven Oder negativen, rein ^^^^ imaginäre Zahl, z. B. at, so ist 

imaginären Zahl? ^^ AmpUtude: 

y=. 900 = 1 

(nach Antwort auf Frage 69 und Erkl. 98) 
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EiU. 19S. Man erhftlt für: 

2«"^ n "■ "an"* 2n 

_ n + Akn _ (4:k + l)n 

"" 2n "" 2n 

(nach Erkl. 26) 
ferner för: 

TT {2k + l)n __ n 4k7t + 2n 

'" •" n "^ 2n ■" 2n 


2n 


oder: 


_ 4k7r + Qn _ (Ak + S)n 
~" 2n "■ 2n 


Mithin erhält man für: 
oder: 
Da nun: 

Üz-r—i 2Ä:7r , . . 2kn 
V-(-l = cöB (-tsin 

(nach Antwort anf Frage 82) 

ist, SO erhält man fUr: 


2kn , . . 2kn\ 
cos f- % Bin J 


V+ai = Va • rcos^4-»sin-~j^j . \^ 

oder (nach Erkl. 164) : 
oder: 

,V- r (4ifc + l);r ... (4A: + l)7r-l 
:=V^.[cos ^ 2n +^^"^— 2;; J 


Da femer: 


(siehe £rk). 168). 


Erkl. 169. Sämtliche Werte von V+ at w — T^^^^ gfe+l)^ I ism ^^^"^^^"^ 
Mnd entweder rein imaginär oder komplex. ^ n ^ n 

(Siehe die Anfgaben.) (nach Antwort anf Frage 82) 


ist, SO ergibt: 


V^^^^i = V^. ^cos-^ + f sin^j . j^cos 


(2k+l)n 


. . . (2k + l)n 


1^] 


oder (nach Erkl. 164) : 

(^k + S)n . . . (4* + 8)w 


"/ ; w- r (4i; + 8)7r , . . (4* + 8)wl ,., _ , , ,^^, 

y — a* = y a • 1 cos -^ — ~-^ ^- » sm -^ — ^ — - — I (siehe Erkl. 169). 


Frage 85. Welche Beziehung findet 
zwischen den Wurzeln desselben 

Grades zweier konjugierten kom- Antwort. Setzt man für: 
plexen Zahlen statt? . a + d» = r.(co8y + »sin9>) 

a — b» = r-(oos<p — isuKp) 

(nach Antwort anf Frage 69) 

femer : 


und 


\/a + bi=zYr • (cos^ + »sm-^j 
(nach Antwort anf Frage 80) 


^/a'\-h^ = y7". (cos -2. — i sin -^ j 

Setzt man nun für: 


und für: 


n 

Vr • sin-^ = B 
n 
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SO erhält man: 

n 

\/a-i-bi=z A + Bi 

und 


Va'-bi = A — Bi 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Zieht man aus zwei konjugierten 
komplexen Zahlen dieselbe Wurzel, 
so erhält man konjugierte Werte." 


a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 64. Es sind die verschiedenen 

Auflösung. Nach der Antwort aut 
Frage 82 ist: 


Werte von: 


za berechnen. 


V^ie + BO» 


ErkL 170. Da tgrp = 4^ = +1,875 

-r Ao 
ist, so liegt w im ersten Quadranten (siehe 
Erkl. 102). Man erhält : 

tgip = 1,8750 

tg610 60' = 1,8676 


Im vorliegenden Beispiel ist: 
a = 16; 6» = 30/ 

r == \/l62 + 302 = yilft6 = 34 
w = 4; Ä; = 0, 1, 2 nnd 3 


Best: 74 

Düferenz für 1 Minute = 13,1. Mithin kom* 
ineu zum Winkel 61^ 50' nocn : 

74 ^6^ ^,,3,,, 


13,1 131 

Demnach ist y = 61o 65' 39". 

Erkl. 171. Man erh&lt für: 

cos 150 20' = 0,96440 
Differenz für: 

11' 11 

Letztere ist beim Cosinus zu subtrahieren, nnd 


\/7= >/34 = \/6,83095 = 2,415 
(p =z 610 56' 39" (nach Erkl. 170) 
Folglich erhält man für: 

1) k = 0. 
1/16 + 807 = 2,416{cos (^^^^^^f + ^) 

+ >sin(^^^^^^f + ^^)]^ 2,415. 

(cos 150 28' 56" + »sin 15o 28' 55") 
Nun ist: 
cos 160 28' 66" = o,9637I (nach Erkl. 171) 


Folglich gibt: 

cos 150 28' 66" = 0,96440 

-- 69 


sin 150 28' 55" = 0,26694 (nach Erkl. 172) 
folglich gibt: 


0,96371 


ErkL 172. Es gibt: 

sin 150 20' = 0,26443 
Differenz für: 

11' 11 

Letztere ist beim Sinus zu addieren. Man 
erhält also: 

sin 150 28' 55" = 0,26443 

+ 251 

= 0,26694 


\/l6 + 30 * = 2,416 . (0,96371 + 0,26694 1) 
oder auf 3 DezimalsteUen genau: 

1/16 4-30* = 2,827 + 0,646» x, 

2) A = 1. 

Vl6+Wi = 2,415{cos (^1^^^-«^;+^- 1^) 

^.^^^61055'39'^+2.1800>^J^^^^., 

/ 4210 55' 39" , . . 4210 55' 39" \ 
l^cos j h f sm j j 

= 2,415 ' (cos 1050 28' 55" + ♦ sin 105028' 55") 
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EriO. 178« Da: Nan gibt: 

cos 1050 28' 56" = — cos (1800 _- 1050 28' 65") co8l05o 28' 56" = — 0,26694 (nach Erkl. 173) 

oder: = — cos730 81' 5" mid 

ist, 80 ergibt sich für: sin 1050 28' 55" = 4-0,96871 (nach Erkl. 174) 

cos 1060 28' 55" = — 0,26724 (= — cos 780 80") fdgUch ist : 

— 30 (=z Diff. für 1 ^) * 

V *« ^ •/ 16 + 30 1 = 2,416 . (— 0,26694 + 0,96371 1) 

= — 0,26694 ^^^j, ^^^ g Dezimalstellen genau : 

Krkl. 174, Es ist: * 

sin 1050 28' 55" = sin (I8O0 - 105© 28' 55") V 16 + 30» =: - 0,646 + 2,327 1 x^ 

= sin 730 31' 5" 3) k = 2. 

Mithingibt: * « .,. f /61055'89"+4.1800\ 

an 1060 28' 65" = 0,96363 (= sin 73© 80') V 16 +30» = 2,415- j^cos ^ ^^ j 

+ L(= ^^^''* ""' '■^) + i sin rjl^^5'39" + 4.180o>|1 ^ ^^^^^^ 

= 0,96371 V 4 yj 

/ 7810 66' 39" , . . 7810 55' 39" \ 

Erkl. 176. Es ist: (^« 4 + *'"" 4 ) 

0)8 1960 28' 55" = - cos (195« 28' 55" — I8OO) — 2,415- (cos i960 28' 56"+ »sin i960 28' 54") 

= - cos 150 28' 65" ^^ ^j.^^^ ^3^ für: 

= - 0,96371 (nach Erkl. 171) ^^1^5028' 66" = - 0,96371 (nach Erkl. 175) 

Erkl. 176. Es ist: und für: 

sin i960 28' 65" = — sin (195« 28' 65" — 180») sin 195o 28' 55" = — 0,26694 (nach Erkl. 176) 

= — sin 150 28' 55" folglich gibt : 

= — 0,26694 (nach Erkl. 172) 4 

VW+Wi = 2,415. (— 0,96371 — 0,26694») 

Z S/'inal Erkl. 173) ^^M^' = ^ '^''' "" O'^^' -» 

4) Jfc = 3. 

Erkl. 178. Man erhält für: 4 /«lORR'W-i-« iftoox 

sin 2850 28' 55" = - sin (360© - 2850 28' 66") ^16+30» = 2,416. cos f^L2L^l^l}^ ) 

== -_ sin 740 31' 5" L V * / 

= - 0,96871 (nach Erkl. 174) _^ . ^j^ / 61« 55' 39" + 6.1800X 1 ^ ^^^^^^ 

ErU. 179. Da: / IUP 55' 39" . .. 11410 55' 39" \ 

4 [^ 4 + *8^ 4 ) 

V'16 + 30» = V v/16 + 30« =2,415. (cos285028'55"+»sin285028'55") 

ist (nach Erkl. 8), so lassen sich die verschie- ^ . , 

denen Werte von: ^^ ^"' ,. „ , , ,-.,^ 

4 cos 2850 28' 55" = 0,26694 (nach Erkl. 177) 

l/l6 + 30t und 

mit Hilfe der Antwort auf Frage 51 berechnen, sin 285o 28' 55" = — 0,96371 (nach Erkl. 178) 
Man erhält: =— =-— Mithin gibt: 


^=±(f 


16+ Vase + 900 , 4 


, . Y^EH±^«± »?0) = ± (6 + 80 


oder auf 3 Dezimalstellen genau: 


V 16 + 30 » = + ^ y 2 h v^ 16 + 80 » = 2,415 • (0,26694 — 0,96371 1 ) 

\/266 + ' 
2 

V' + (5 + 3») = ±[y ^^2 + 

/ .y'^^+Zi^)::. +(2,327 + 0,646») 


4 

\/l6 + 30t = 0,645 — 2,327» a:, 

^^^^^'' (vergl. Erkl. 179 und 180) 
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also * 

a?! = +2,327 + 0,646 »■ 

a?, = — 2,327 — 0,645» 
endlich: 

2 2 

\/— (6 + 3t)= ytTeT-Si 

__l_/'vA -6+ 1/25+9 ^. y^ 6-f l/26+9 ^ 

= ±(0,645 — 2,327») 

also * 

a?8 = +0,645 -2,327 »■ 

a?^ = — 0,645 + 2,827 / 

Demnach erhält man dieselben Werte wie 
durch nebenstehende Bechnung. 

Erkl. ISO« Nach einem Satze der Algebra 
mnss die Snmme der Wurzeln gleich Nnll 
sein. Man erhält für das vorliegende Beispiel: 

ajj + Ä?j + a?5 + ^4 ^ 

(+ 2,327 + 0,645») + (— 0,645 + 2,3270 + 

(— 2,327 — 0,645»-) + (0,645 — 2,327»*) 

oder: 

+ 2,327 + 0,645» 

— 0,645 + 2,327» 

— 2,327 — 0,645» 
+ 0,646 — 2,327» 

= 


Au^be 65. Es sind die verschiedenen 

Werte von: 

8 

\/— 3 — 4« 
zu berechnen. Auflösung. Da sich: 

Erkl. 181. Da tgy = -f-^ = +1,3333 • . . zerlegen lässt in: 

+- o 

ist, so liegt <p im ersten Quadranten. Man */ — =^ / . ■ , ^ . 

erhält: y — 1 -1/3 + 4» 

tg<p =z 1,3333 go erfolgt die Berechnung von: 

tg530 0' = 1,3270 3 

Best : 63 |/_8-4» 

Diiferenz für 1 mnute = 8,1. Mithin kom- ^jt Hufe der in der Antwort auf Frage 82 
men zum Winkel 63o noch : abgeleiteten Formel : 

Ir = ^y = ^'^^" i>ir(H^ = ^7.{cosr.^H^ 

Es ist also (p = 530 7' 47". V L »» J 

_L.»»;^ ry + (2^ + l)^1\ (fliehe auch 

+ * 8"^ n 1 Erkl. 188) 

Erkl. 182. Es gibt: ir • 

cos 770 40' = 0,21360 ^® ^^^' __ 

Differenz für 2,6' = 2,628,4 = 74. Letztere ö = 8; 6 = 4; r= V3« + 4a = \/25 = 5 
ist beim Cosinus zu subtrahieren. Mithin ist : n = 3 ; A; = 0, 1 und 2 
cos 770 42' 36" = 0,21360 « 8 _ 

— 74 VV = >/6 = 1,71 (denn 1,71« = 5) 

= 0,21286 (f = 530 7' 47" (nach Erkl. 181) 
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Erkl. 188. Man erhält fOr: Mithin erhält man für: 

sin 770 40' = 0,97692 , 

Differena fdr 2,6' = 2,6-6,2 = 16. Letztere ^ ^^ ^ — ^* 

ist beim Sinns zn addieren. Demnach gibt: y ^ ^ . - . 

sm770 42' 36" = 0,97692 V~- ~ •- \ ,^or AT' + (0 + l)^^S^ ^ 

+ 16 |cos|^ 3 J 


= 0,97708 


, . . r 530 T 47" + (0 4- 1)» 1800 -|-| 


ErkL 184. Da : . "T" * "° [ 3 J j 

CM 1970 42* 86" = — cos (I970 42' 36" — 1 8OO) , / 2330 7' 47" . 2330 7' 47"\ 

= - COS170 42' 86" = ^^'^^'[^ g + »«^ 3 ) 

ist, so erhält man für : = 1 ,71 . (cos 770 42' 36" + » sin 770 42' 36") 

coB 1970 42' 36" = — 0,96284 (= — cos 17© 40') ^^^ ^^ . 

— 2^(= Diff. für 2,6') cos 770 42' 36" = 0,21286 (nach ErkL 182) 

= -0,96261 ^d 

sin 770 42' 36" = 0,97708 (nach Erkl. 188) 

Erkl. 186. Da: ^^j U^l^ ^^^. 

an 1970 42' 36" = — sin (1970 42' 36" — 180«) \ 

= — sin 170 42' 36" y^_8 — 4» = 1,71 • (0,21286 + 0:97708i 

ist, so ergibt: q^^j. i^^f 3 Dezimalstellen genau: 

sin 1970 42' 86" = — 0,80348 (= — sin 170 40') « 

+ 72^(= Diff. für 2,6') y-3 — 4* = 0,364+1,671» x, 

= — 0,30420 

2) i = 1. 

Erkl. 18«. Da: » 

COB 3170 42' 36" = + cos (3600 — 317© 42' 86") ^~ 3 — 4 » = 1,71 • 

= cos 420 17' 24" f^^ f 53o 7' 47" + (2 + 1) . I8OO 1 

ist, so erhält man far: l L ^ J 

cos 3170 42' 86" = 0,74120 (= cos 420 10') + i sin r 53o7'47" + (2 + l)>1800 1 ) 

— 146 (= Diff. für 7,4 Min.) L 3 J/ 

— 73975 1 T, f 6930 7' 47" , . . 6930 7'47"\ 

— u,/ö»/o = 1,71-1 cos ^ |-*8M^ ö ) 

Erkl. 187. Da: =l,71.(cosl97042' 36" + »sin 197042' 36") 

an 31 70 42' 36" = — sin (3600 — 3I70 42' 36") oder, da : 

= — sin 420 17' 24" cos 197o 42' 36" = — 0,95261 (nach Erkl. 184) 

ist, so ergibt: and 

ain3170 42' 86" = — 0,67129 (= — sin42o 10') sin 1970 42' 36" = — 0,30420 (nach Erkl. 186) 

+ 169 (= Diff f. 7,4 Min.) ist: 

= — 0,67288 8 

1/- 8 - 4» = 1,71. (— 0,95261 — 0,30420t) 

Erkl. 188. Es lassen sich auch die ver- oder anf 3 Dezimalstellen genau: 

sehiedenen Werte von: 3 

Y—S~ri V^S — 4i = - 1,629 - 0,620» x. 


nach der anderen Formel der Antwort anf 
Frage 82, nämlich nach: 


3) k = 2. 


8 

V^-«3 — 4»=:1,71. 


''"^P(i±^)^,...(.d^)l {cos[---±(i±iHso,] 

kerechn«!. Dann erhält mwi fte: + ,• sin [ ^ ^' *''" +^ +lt]^'K 

*«fV = "~T = +1.883 ••• , _, / 963<>7'47" , . . 96307' 47"\ 

aL«: ~ =1.7l|co8 + .8m ) 

9> = 180» + 68» 7' 47" ="238«7'47" = l,71-(cog817042'36"+»8in817«49'86") 
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und für: oder, da: 

3 k = 0, CO83170 42' 86" = + 0,78075 (nach Erkl. 186) 

^/ZTälTJi = iji. nnd 

/ 2330 r 47" 2330 y 47" \ sin 817o 42' 36" = — 0,67288 (nach Erkl. 187) 

^cos 3 + »8in 3 j .g^. 

= 1,71 . (cos 770 42' 36'' + » sin 770 42' 36") », 

= 0,864+1,671* V^^ - 4* = 1,71.(0,73975-0,67288*) 


k=zl. 


■)] 


oder auf 3 Dezimalstellen genan: 

8 

V— 3 — 4t = -|- 1,265 — 1,161» . 
(vergl. Erkl. 188 nnd 189) 


w 


3 


, . . / 2330 7' 47" + 3600 

= 1,71 . (cos 1970 42' 36" _|_ ,• sin 1 970 42' 36") 
= — 1,629 — 0,520» 

k=z2. 


+ 7200 \ 


W —5 7". 1 T I r /' 2330 7' 47" 

y_-3 — 4, =: 1,71. cos ( — 

, . . / 2380 7' 47" + 7200 \ i 

+ *™( 3-^= jj 

= 1,71 . (cos 8170 42' 36" -|- 1 sin3170 42' 36") 
= 1,266 — 1,151» 

Erkl. 189. Nach Erkl. 180 mnss : 

sein. Man erhält nach nebenstehender Antwort 
oder vorstehender Erklärung: 

+ 0,364+1,671» 

— 1,629 — 0,520» 

+ 1,266 — 1,151» 


= 


Aufgabe 66. 

Werte von: 


zn berechnen. 


Es sind die verschiedenen 


\/+32 


Auflösung. Nach der Antwort aaf 
Frage 83 erhält man für: 

V + a = V a 1 cos -^ + » sm —^J 
Im vorliegenden Beispiele ist: 

N n 

a = 32 ; Va = \/32 = 2 
n = 5 ; Ar = 0, 1, 2, 3 und 4 
FolgUch ergibt sich für: 

1) k = 0. 

5 

l/+32=:2.(cos0<> + »sin0<') = 2.(1 +6) = +2 . . . x, 

2) k = l. 

t/-rin5 o f 2.180° , . . 2-i8on 
y + ö2 = 2.lco8 — ■= [-»sm — - — j 

= 2. (cos 72« + «sin 72») 

= 2 . (0,30902 + » . 0,95106) 

= 0,61804 + 1,90212» jc^ 
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Erkl. 190. Nach Erkl. 180 soU : 

*l+*l + ^8 + *4 + ^6 = ö 

sein. Man erhält nach nebenstehender Antwort: 
+ 2 
+ 0,61804 + 1,902121 

— 1,61804 H- 1,17668 f 

— 1,61804 — 1,17668» 
+ 0,61804 — 1,90212* 

= 


3) i = 2. 
180^ 


,/-r-55 o /" 4-180^ ,. . 4.180ö\ 
y + 32 = 2*1 cos — f-»sin — - — I 


6 • 6 
2.(co8l44*> + *sinl440) 
2.(— cos36«+»8in36<») (n.Erkl.l0l) 
2. (— 0,80902 + «.0,68779) 
— 1,61804 + 1,17668» x^ 


\/+32 = 2Y( 


2-I cos 


4) i = 3. 
6-180« 


+ »sin 


6.180<> 


) 


6 ' ~ 6 
2. (cos 216« + »sin 216°) 
2-(— cos 36*— »8^86«) (n.Erkl.l01) 
2.(- 0,80902 — 0,68779»") 
— 1,61804—1,17668» ar. 


T/+32=: 2. [cos 


5) A = 4. 


+ »sin 


S'ISQP 


) 


6 ' ~ 6 

2-(cos288<> + «6in288<') 

2. (cos 72« — »sin 72>) (n. Erkl. 101) 

2.(0,30902 — 0,96106») 

0,61804—1,90212» x^ 

(vergl. Erkl. 190) 


Anfigabe 67. Es sind die verschiedenen 
Werte von: 

6 

\/— 729 
zn berechnen. 


Auflösung. Nach der Antwort auf 
Frage 83 ist: 


(2k+l)n 


Y — » = V^ ' I cos V"'" « ^'" ^ ( gin 


(2äj + 1)ä 


n 


] 


Im vorliegenden Falle ist: 
a = 729 ; A? = 0, 1, 3, 4 und 6 ; n = 6 ; 

M 6 

\/ä = 1/729 = 3 
folglich erhält man för: 

1) k = 0. 

1/1^729 = 3.(cosif^ + »8inif^) 

=: 3. (cos 30« + «sin 30«) 

= 3.(0,86603 + 0,6«) 

= 2,69809 + 1,5» X, 


2) k = ]. 

3-180« 


\/— 729 = 3. (cos 


, . . 3.180«\ 
+ 1 sm —^—J 


6 ' '" 6 
= 3. (cos 90« + «sin 90«) 
= 3.(0+«') = 3» X., 
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3) k = 2. 


6 


/—729 


= 3/1 


5.180<» , . . 5. 180« 

cos :: f- » Sin - 


) 


6 ' 6 
3. (cos 150» +t sin 1500) 
3.(-co830<>+isin30") (n.Erkl.lOl) 
3.(- 0,86603 + 0,6») 
— 2,59809 + 1,5» «3 

4) k = 3 


6 


\/—729 


= 3/ 


7.180^ , . . 7.180<>\ 

cos :: 1- 1 Sin ~ I 


6 


y— 729 = 8 


6 '6 
8.(cos210« + »8in2100) 
3.(-co830<>-»sin30«) (n.Erkl.lOl) 
8. (-0,86603 — 0,5«') 
— 2,59808-1,5» X, 

5) i = 4. 

/ 9.180<> , . . 9.180°\ 
^cos— jg- + »sm — — j 


ErkL 191. Nach Erkl. 180 soll : 

^i+^a + *8 + ^4 + ^6 + i«?6 = 

sein. Nach nebenstehender Rechnung erhält 


6 ' '— 6 
3.(co8 270<» + tsm270<^) 
3.(0 — ») (nach Erkl. 101) 


= — 3» 


man 


+ 2,59809 + 1,5» 
+ 8,0 i 

— 2,69809 + 1,5 » 

— 2,69809 + 1,6» 

— 3» 
+ 2,69809 — 1,6» 


6) k 


5. 


6 

V 


- 729 = S'C 


3-1 cos 


11 . 180« 


+ tsin 


11. 180« \ 


; 


= 


6 • -- 6 
3. (cos 330« + » sin 330«) 
3 . (cos 30« — » sin 30«) (n. Erkl. 101) 
3.(0,86603 — 0,6»-) 

+ 2,59809 — 1,6«) x^ 

(vergl. Erkl. 191) 


Aufgabe 68. 

Werte von: 

zu berechnen. 


Es sind die verschiedenen 


8 

\/2l6 » 


Auflösung. Nach der Antwort auf 
Frage 84 ist: 


y-\-ai = V(^ • Jcos — 


k+l)ji 


+ »8in 


(Ak+l)7l 


2n ' 2n 

Im vorliegenden Falle ist: 

a = 216 ; l/a = \/216 = 6 
n = 3 ; Jfc = 0, 1 und 2 

folglich erhält man für: 

1) k = 0. 


] 


3 / 

\/216» = 6.r 


180« ,. . 180« 
cos — :; — [- » sm 


) 


6 '6 
= 6. (cos 30« + »sin 30«) 
= 6.(0,86603 + ».0,6) 
= 5,19618 + 3» X, 

2) i = 1. 

' , / 5. 180« , . . 5.180«\ 
\/216»=: 6. (cos — g \-iBm — - — j 

= 6. (cos 150« + »sin 160«) 

= 6.(-co880« + »8m30«) (n.Erkl.l01) 

= —6,19618 + 8» x^ 


s 
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Erkl. 192. Nach Erkl. 180 soll: 

^i + a?a + :r8 = 3 

sein. Nach nebenstehender Rechnung erhält yt^iBi =r 6-( cos 


man: 


+ 6,19618 + 8* 
-5,19618 + 3* 

—6* 

= 


— 6/1 


3) A = 2. 
9.180° 


. . . 9.180n 
+ 1 sin — - — j 


6 '6 
6.(cos2700 + »8in270<>) 
6 . (0 — »•) (nach Erkl. 101) 

— 6» 

(vergl. Erkl. 192) 


Xc 


Aufgabe 69. £s sind die verschiedenen 

Werte von: 

i 

y"— 16t Auflösung. Nach der Antwort auf 

za berechnen, Frage 84 ist: 

", ; "/- r (4Ä: + 3)7r , . . (4A: + 3)7r"l 

Im ffe^rebenen Wuizelausdruck ist: 
ErU. 198. Nach Erkl. 180 soll : ^^ , 

^i+^% + ^B + ^* = ^ a = 16; /a = \/l6=:2 

sein. Die nebenstehende Rechnung ergibt : A; = 1 2 und 3 * n = 4 

+ 0,76536 + 1,84776 * folglich erhält man für: 

— 1,84776 + 0,76686* 

— 0,76636 — 1,84776 » 1) i = 0. 

+ 1,84776 — 0,76536* \ — — , ^ / 3.180<> , . . 3-180^ 

—^ ^-^ V - 16* = 2. (cos — Q — + * sm — g — j 

= 2 . (cos 67" 30' + * sin 67« 30') 

= 2 . (0,88268 + 0,92388 *) 

= 0,76536 + 1,84776» x^ 

2) k = 1. 

* — rs-. « / 7. 180« , . . 7.180«\ 
V— 16* =: 2-(c0S g h*»"^ 8 ) 

= 2. (cos 157« 30' + * sin 167« 30') 

= 2 . (— cos 22« 30' + * sin 22« 30') (nach Erkl. 101) 

= 2-(— 0,92388 -+- 0,38268**) 

= —1,84776 + 0,76536* Xj 

3) k = 2. 

*> — -— „ / 1M80« , . . 1M80«\ 
\/— 16* = 2. (cos |-*sm g j 

= 2. (cos 247« 30' + * sin 247« 300 

= 2 • (- cos 67« 80' — » sin 67« 30') (nach Erkl. 101) 

= —0,76536 — 1,84776* x^ 

4) k = 3. 

,/— nr. o f 16. 180^' , . . 15. 180« \ 
y = 16* = 2. (cos g |-*8m g j 

= 2 . (cos 337« 30' + * sin 337« 30') 

= 2 . (cos 22« 30' — * sin 22« 30') (nach Erkl. 101) 

= 1,84776 — 0,76536* x^ 

(vergl. Erkl. 193) 


Krüger, I>s^ Rechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 
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ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 70. Von nachfolgenden Wurzel- 
aasdrücken sind die verschiedenen Werte zu 

berechnen: 

8 Andeutungen« 

a) 1/35 — 23 i a) Die Auflösung hat nach der Formel: 

^>^3n;.^ Or. [cos(-^^±^)+.dn(^a±^)] 

ZU erfolgen. 

b) Die Auflösung kann nach vorstehender 


— lö + V— 31 Formel oder nach der Formel: 

erfolgen; im ersteren Falle ist für tgcp = 

T^r-, im letzteren = — , ,, zu setzen 

(siehe Aufgabe 65 und Erkl. 188). 

c) Auflösung analog der Auflösung von 


c) V + 625 Aufgabe 66. 

* d) Auflösung analog der Auflösung von 

d) V - 243 Aufgabe 67. 

• e) Auflösung analog der Auflösung von 

e) V + 27» Aufgabe 68. 

/ — — -. f) Auflösung analog der Auflösung von 

^ V — 81» Aufgabe 69. 


b) lieber das graphische Radizieren. 

Anmerkung 10. Da sich die graphische Darstellung von Wurzeln aus komplexen Zahlen , 
nicht ohne Berechnung einzelner Teile der Wurzeln ausfuhren lässt, so begnügen 
wir uns hier mit der graphischen Darstellung der Quadratwurzeln. 

Frage 86. Wie findet man in der I 

Zahlenebene durch Zeichnung den Punkt, 

welcher die Quadratwurzel einer kom- Antwort. (Fig. 26.) Man errichte in 
plexen Zahl a-^-bi darstellt? den Endpunkten der Strecken oj := -\-a^ 

und OS = -f-6i auf MN bezw. OP Nor- 
male; ihr Schnittpunkt p^ stellt dann 
den gegebenen Radikandus dar. 

Man verbinde Pi mit 0, halbiere den 
Winkel p^oq = qp, weil: 
2 2 

V'^+Ti- == V'r. (^008 -| + 1 sin -|-) 

ist (nach Antwort auf Frage 80), und 

trage von aus auf dieser Halbierungs- 

2 _ 2 _ 

linie das Stück \/r oder, da r = y'a^^b^ 
ist, das Stück V\/a^+h^ oder Va^^-^i 


r 


Ueber das graphische Radizieren. 
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Figur 26. 




(nach Erkl. 8) ab. Der Endpunkt p^ 
dieser Strecke stellt dann y^a + 6 » dar. 
Da jede Quadratwurzel zwei Werte 
hat, die sich nur durch das Vorzeichen 
von einander unterscheiden, so muss es 
noch eine n zw eiten Punkt geben, 
welcher \/a-i-d» darstellt. Dieser Punkt 
(Pj) liegt auf der Verlängerung der 
Halbierungslinie des Winkels q) und ist 
ebenfalls um das Stück y^r" vom Null- 
punkte entfernt. 

Beweis. Die zn p^ gehörende kom- 
plexe Zahl ist: 

o 

V7. [cos (l80^ + f ) + » sin (l80« + -|)] 

oder, da: 

008^180^+^^ = - cos -|- 
und 


ist: 


Bin (190^ + ^^ z= - 8in|^ (n. Erkl. 101) 


l/r.^-co8|^-»8in^) 
oder: 

-/r.(co8f + ,-8m-|) 

d. L das Entgegengesetzte von: 

+ Vr.(^co8|- + »8in-|j 

Die Summe beider Werte gibt 0, wie 
es der Satz in Erkl. 180 verlangt. 


a) Gelöste Aufgabe. 

Au^r^^e 7L Es sind die beiden Werte 


von: 


Vi_i/:z8 

zu berechnen und graphisch darzustellen. 


Erkl. 194. Da tg^ = 


,^ Aufl5Bung. (Figur 27.) Nach Antwort 

^® = —2,8284 Ä^^ Frage 82 ist: 


+ 1 


ist, so liegt (p im vierten Quadranten (siehe / — ;— r-, ,/— 

Erkl. 102). Man erh&lt: Va + bt = Vr • 

tg V = 2,8284 r ( <p + ükn \ ( rp + 2kn \l 

tg70^ 30^ = 2,8239 L V n J^^^\ n j\ 

^st- ^ Im vorliegenden Falle ist: 

Differenz fttr 1 Minute = 26,8. Mithinkommt r ,/5* 

zum Winkel 70» 80' noch: n = 2; a — l; ö=V8 
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Vr= V VThPC/öT = 1/9"= VS 


26,3 

Demnach ist : = 1,732 • • • 

fp = 360° - 70« 31' 43" = 289<' 28' 17" ifc = und 1 ; tp = 289<> 28' 17" (n. Erkl. 194) 
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folglich erhfilt man für: 

1) k = 0. 


Vi — V/ - 8 = 1,732- Fcos { 


289« 28' 1 7" + 


) 


, . . /289<>28'17" + 
-f- 1 sin I ' 


)] 


Erkl. 196. Man erh&lt für: 
cos 35<> 15' 52" = 0,81748 (=co835M0') ' V 2 

/- n-ff fii K »»•^ = 1.782. (C08144« 44' 8" + * sin 144o 44' 8") 

y-^ i^merenz rar ö — j _ ^ .^gg ^_ ^^ ^^o 15/1 ^2" + 1 sm36* 15' 62") 

(nach Erkl. 101) 
= 1,7B2.(— 0.81649+0,67736) (n.Erkl.l95) 


— 99 


= 0,81649 
sin 86« 16' 52" = 0,57596 (= sin 85« 10') 

+ 140 (rr Differenz für 5-^) oder auf 3 Dezimalstellen genan: 

Vl^yZTs z=z - 1,414 + 0,999» = — V^+* 


= 0,5778() 

Erkl. 196. Kach Erkl. 180 soU: 
a?i + a?j = 
sein. Ans nebenstehender Hechnnng folgt: 

= 


2) Ä: = 1. 

Vi^yzrs = 1,732. 

r / 289« 28' 17" + 2. 1 . 180« \ 


2 

, . . /289« 28' 17" + 2-1.180« 
+ ,8in(^ 2^ 


)] 


649« 28' 17" , . . 649« 28' 17 


-) 



-N 


=z 1,732» f cos ^^'^ "^ "' +tsin 

= 1 ,782 . (cos 324« 44' 8" + i sin 824« 44' 8") 

(nach Erkl. 131) 

= 1,782. (cos 36« 16' 52" — i sin 35« 15' 52") 

(nach Erkl. 101) 

z= 1,732.(0,81649 — 0,57736) (nach Erkl. 195) 
oder auf 3 Dezimalstellen genan: 

Vl-ylTs = 1,414 — 0,999 1 = V^— * 
(vergl. Erkl. 196) 

Die diese beiden Werte in der Zahlen- 
ebene darstellenden Pankte findet man anf 
folgende Weise: 

Man errichtet in den Endpunkten der 
Strecken oj = +1 nnd os = — \/^^ 
= — 2,828 i anf MN bezw. P Normale, 
verbinde ihren Schnittpunkt p^ mit o, hal- 
biere den Winkel qop^ und trage auf tu 
von nach beiden Seiten hin die Strecke: 

rj = V7 = 1,732 

ab ; die Endpunkte P2 und p^ sind die ge- 
suchten Punkte von: 

2 


ß) Ungelöste Aufgabe. 


Aufgabe 72. Es sind die beiden Werte 

von: 

2 

"V/3 + 4» 

rechnerisch und graphisch zu ermitteln. 


Andeutung. Auflösung analog der Aul- . 
lösung von Aufgabe 71. 
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c), Ueber die Anflösung der binomischen Gleichungen. 

Frage 87. Was versteht man unter 
einer binomischen Gleichung? Antwort. Unter einer binomischen 

Gleichung versteht man eine Gleichung 

ErkL 197* Die binomischen (d. h. zwei- von der Form: 
gliedrigen) Gleichui^^en sind sog. reine höhere t/»4-o =0 

Gleichungen , weil ihre unbekannte Grösse nur . ,• -^,. nr^n 

einmal vorkommt. in welcher a irgend eine reelle Zahl 

bedeutet. 


Frage 88. Wie lässt sich eine be- 
liebige binomische Gleichung auf die . . », ^ j, j, -j-i-n-v 

P^j.^ . ® Antwort. Setzt man in die Gleichung : 

x^ + i =0 y«±« = o 

^ ■ für y" = ax** oder fiir y = a; • Va ein, 

so erhält man: 

yH -j- a = ax** + a = 

Dividiert man die ganze Gleichung 
durch a, so ergibt sich: 

+ — = 


a — a 

oder: 

ÄTH + 1 = (nach Erkl. 19) 

Auf diese Form I^ann man jede 
binomische Gleichung bringen, sobald 

n 

man für y = x • Va einsetzt 

Die Auflösung binomischer Gleichun- 
gen besteht also vorzugsweise in der 
Aufsuchung der verschiedenen Wurzel- 
werte der Gleichung a:« + 1 = 0. 


Frage 89. Wie findet man die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung: Antwort. Aus ir^il = folgt: 

a:»4-i = o? ^-.qzi 

und 

n 

Demnach sind die Wurzeln der Glei- 
chung ir" + 1 = dieselben wie die 

Erkl. 198. Ein Satz aus der Lehre von den Werte der nten Wurzeln aus der nega- 

Gleichungen lautet: tiven bezw. positiven Einheit 

„Jede Gleichung hat ebensoviele Wurzeln, Nach der Antwort auf Frage 82 war : 

als der höchste Exponent der Unbekannten ♦♦ ^kn 2hn 

Einheiten besitzt.*' \/-|- 1 = cos 1- i sin 

Hiernach besitzt die Gleichung ar« ^ 1 =: ..^ j 
'• verschiedene Wurzeln. n /o7ii\ /o7ii\ 

V — 1 = cos ^ — - — h I sin ^ ■ — ^— 

Aus der ersten Formel erhält man 
sämtliche n Wurzeln der Gleichung : 

a:»«— 1 = 
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ans der zweiten Formel sämtliche 
n Wurzeln der Gleichung : 

a:» + 1 =0 

wenn man in* diese Formeln ftir k nach- 
einander die Werte: 

0, 1, 2, 3... (» — 1) 
einsetzt 


a) Gelöste Aufgaben. 

An^be 73. Es sind die verschiedenen 
Wurzeln der nachfolgenden binomischen 
Gleichungen zu berechnen: Auflösungen. 

♦ u( ^ I 1 — n *) ^^ findet die beiden Wurzeln der 

b) icJ» -I- 1 _ Gleichung a:^ — 1 = aus der Formel: 

c) ar* — 1 = ® 

' n ' • n 

Erkl, 199. Aus der Lehre von den wenn man für n = 2 und für ä: die Werte 
höheren Gleichungen ergeben sich fol- ^nc^ i einsetzt Man erhält alsdann für: 
gende Sätze: 

1) Jede Gleichung von geradem Grade, 1) X- = 0. 

deren letztes Glied das Minnszeichen j. ^ .«^ o ^ -o^^ 

führt, hat mindestens zwei reelle Wur- ^r = l/+T = cpgll ^-— -^»gin ^'^'^^ 

zeln, eine positive nnd eine negative. ^ ^ ^ 

[Vergl. die Aufgaben 78, a) und c)]. = cos Oo + * sin Oo = + 1 

2) Jede Gleichung von ungeradem Grade . , 

hat mindestens eine reeUe Wurzel, 2) A: — 1. 

welche das entgegengesetzte Vorzeichen 2*l-180o 2-1-1800 

des letzten Gliedes führt. [Vergl. die irj=V + l = cos \'ism 

Angaben 78, b) nnd d)]. a ^ 

3) Besitzt eine Gleichung mit reeUen Koeffi- = ^^« ^^ + 1 sin 180o = - I + 1 = - 1 
zienten eine Wurzel von der Form a4- &t, (Probe: a?, + a:« = + 1 - 1 = ; s. Erkl. 180.^ 
so ist a — hi ebenfalls eme Wurzel dieser 


Gleichung. (Es kommen hiemach die kom- — ^-^ 

plezen Wurzeln stets in gerader Anzahl 

vor.) [Vergl. die Aufgaben 78, b) und d)]. ^j j).^ 3 ^^^^^j^ ^^^ Gleichung x«+ 1 = 

4) Die reellen Wurzeln einer Gleichung findet man ans der Formel: 
kommen stets m gerader Anzahl vor, 

wenn die Gleichung von geradem Grade *, — - _ (2Är + l)7r , . . (2ifc-f-l);r 
ist, jedoch in ungerader Anzahl, wenn V — 1 — cos -^ 1- 1 sm -^ 

der höchste Exponent der Unbekannten 

eine ungerade Zahl ist. (Vergl. neben- wenn man in dieselbe für » = 3 und für k 
stehende Angabe.) nacheinander die Werte 0, 1 und 2 einsetzt. 

Dann ergibt sich für: 

1) k = (^. 

\ — - (2-0 + 1). 1800 , . . (2. + 1). 1800 

= cos600 + »sm600 = y + y« V^ 

2) k = 1. 


8 
X 


V V (2.1 + 1). 1800 . . (2-1 + 1). 1800 
, = V— 1 =co8-^^ -i^ h*8in-^^ '-^ 

= cos 1800 + »sin 1800 = — 1 +0» = — 1 
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8 


3) k = 2. 
_ (2«24-l)-18Q0 , . . (2»2 + l)>1800 


a?, = y — 1 = cos L^-^ h * sin 3 

= cos 8000 + f sin 8OO0 = cos 600 — i sin 60« (nach Erkl. 1 Ol) 

(Probe: x, + x, + x, = +~ + ^i V^-l + ~-^' ^^=^'^ 


c) Die Berechnung der 4 Wurzeln der 
Oleichung x^ — 1 = geschieht mittels der 
Formel: 

V + 1 = cos 1- 1 sm 

w n 

in welche man für n = 4 und für k nach- 
einander die Werte 0, 1, 2 und 3 einzusetzen 
hat. Dann erhält man für: 


* 2.0.1800 . , . 2.0-1800 


* 2.M800 . . . 2.1.1800 


1) ^- = 0. 

/ Ä'VAov' 2.0-18^/- 

ari = V+l = cos ^ +»sm — ^ = cosOO + tsinOO = +1 

2) k = 1. 
jTj = V+i = cos ^'"^"°^ -j,t'8in— ^^^— = cos 900 + / sin ÖOO =: + ,• 

3) A; = 2. 

* 2.2.1800 2.2*1800 

ar, = V+l = cos ^ - + *sin / = cosl800 + »sinl800 

= — 14-01 = — 1 

4) I- = 3. 

* 2.8.1800 . 2. 3. 1800 

X. = V+l = co8 / +t8m / = cos 2700 + /sin 2700= _ ,• 

4 4 

(Probe: a:,+ic, + ar3 +a?^ = + 1 +« — 1 — 1* = 0.) 

d) Die Gleichung rc* + 1 hat 5 Wurzeln, 
welche man aus der Formel: 

y — 1 = cos-^^ hism-^^ ' — — 

n n 

findet, wenn man in dieselbe für n = 5 und 
für k nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3 
und 4 einsetzt. Man erhält dann für: 

1) k = 0. 

\ — r (2.0 + 1). 1800 . . (2.0 + 1). 1800 
X, = y — 1 = cos-^^ '-^ h » sm -^^ '-= 

= cos 860 + ,• sin 86O = 0,80902 + 0,68779 1 

2) A; = 1. 

\—.- (2. 1 + 1). 1800 , . . (2. 1 + 1). 1800 
a:j = y — 1 = cos -^^ ^ 1- 1 sm -^^ *--^ 

= cos 1080 + i sin IO80 = — cos 72o + i sin 72o (nach Erkl. 101 ) 
= — 0,30902 + 0,96106 i 
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3) k = 2. 

,^ ;- (2.2+1). 1800 , . . (2.2 + 1). 1800 

arg = y — 1 = C08-^^ -—■ l-iBin-^^ -^-^ 

= cos 1800 + »sin 1800 = — 1 + O-* = ~ 1 

4) X' = 3. 


5 


,/ — - (2.3 + 1). 1800 , . . (2.3 + 1). 1800 
ar. = V — 1 = cos -^^ -^-^ h » sm -^ ^-r^ 

= cos 2520 + i ain 2520 = — cos 72o — i sin 720 (nach Erkl. 101 ) 
= —0,30902 — 0,95106« 

5) A: = 4. 

,/— T (2. 4 + 1). 1800 , . . (2-4 + 1). 1800 

rTg = y — 1 = cos -^^ -^ \- 1 sin -^ ^-=-^ 

5 5 

= cos 3240 + i sin 3240 = cos 360 - i sin 36o 
= 0,80902 — 0,58779 t 

(Probe : x^ + x^ + x^ + x^ + x^ = + 0,80902 + 0,58779 i — 0,30902 + 0,96106 i - 1 

— 0,30902 - 0,95106» + 0,80902 — 0,58779» = 0; vergl. ErkL 180.) 


/?) Ungelöste Aufgabe. 

Angabe 74. Es sind die verachiedenen 
Werte der nachfolgenden binomischen Glei- Andeutung. Auflösung analog der Auf- 
chungen zu berechnen: j^g^g ^^n Aufgabe 73, a) bis d). 

a) a;2 + 1 = 

h) JC3— 1==0 

c) a?4 + 1 = 

d) «' — 1 = 

E. lieber die Beziehungen zwischen den Potenzen von 

Sinus und Cosinus eines Winkels und dem Sinus und 

Cosinus Yom Vielfachen dieses Winkels. 

Anmerkung 11. Zum Verständnis dieses Teiles unseres Lehrbuches sind diejenigen Kennt- 
nisse der Goniometrie nnd der Logarithmenrechnung erforderlich, welche 
durch das Studium der in dieser EncyklopHdie erschienenen Lehrbücher der 
Goniometrie und der Logarithmen von Dr. A. Kleyer erworben werden können. 

a) üebep die Darstellung der Potenzen von Sinus und Cosinus eines 
Winkels durch Sinus und Cosinus vom Vielfachen dieses Winkels. 

Frage 90. Auf welche Weise lässt 
sich cos^qp durch den Cosinus vom Viel- Antwort. Setzt man für: 
fachen des Winkels q> ausdrücken ? cos y + 1 sin y = a 

und für: 

cos <p — » sin y = ft 
SO gibt: 
a -j- & ■=^ cos y + 1 sin y -f- cos y — t sin ^ = 2 cos ip 

und demnach: 

2« cos*» y = (a + hy 
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Wird die rechte Seite dieser Gleichung 
nach der Formel des binomischen Lehr- 
satzes (siehe Erkl. 79) entwickelt, so 
erhält man, wenn n eine positive 
Ganzzahl ist, folgende Gleichung: 

, i I M-(n — 1) - ,- 

, n'(n — l)«(n — 2) . ,« i . x ^ i r 

1 •2*o 

oder, wenn man: 

an-^^a statt a»«— i 

aN— 4.a2 statt a»— « 

a« -6.08 gtatt 0^—8 

5w--2.2> statt 6»--i... 

setzt: 

n*(n — 1)»(» — 2) « .,o , , X « , I * 

X -A'O 

Erkl. 200. Dass das mittelste GUed von Vereinigt man das erste und letzte, 

{a + hx)n bei geradem n; zweite uud vorletzte u. s. w. — kurz, 

„. („ — 1) . („ _ 2) . . . (^'^^\ n_ n_ stets die beiden Glieder der vorstehenden 

^^ - l . a ^ . 5 * Binominalreihe, bei welchen die gleichen 

1-2-3 Y Koeffizienten [n, ^'^"7" —, ^ TJ'q* "~ 

iat und die Reihe eine ungerade Anzahl von u. S. W.] und die gleichen Potenzen VOn 

Gliederii besitzt, soU durch die folgenden beiden ^ und i (ab, a*6«, a^^ U. S. W.) vorkom- 
Beispiele nachgewiesen werden. «v^. • u 

Man erhält für: ™^^^ SO eiglbt Sich: 

(a-f-fc)« = a« + 6a'^6-fl5a*62 + 20a3&8 2»»-coB»»y = (o« + 6») + w- (««—? + &«-2).a& 

Das mittelste von den 7 Gliedern ist hier- ' 1-2 ^ ' 

nach 20 oßbK Setzt man in die Formel: ^.f^ i).(n^2) 

^2\ +"~lT2T3 (a— 6-|-&n-6).a8&s_^.. 


n'(n — 1) • • • I — ^ — ) IL ^ 


a*- 6* Weil nun: 

1 9 H- 

■*"*■* 2 afe = (cosy + *8i^y)'(^8y — »siny) = 1 


f ür n == 6 ein, so folgt : also : 

. a^ . 6^ = 20a3fe8 ferner: 


^ ^ a» • &» = l» = 1 


a« = (cosy -|- * 81*^ V)" = ^8 M y -|- » sin n</) 

und 


12. 3 
Femer gibt: 

_^70a^j4 + 56a866-|-28a26ßH-8a67 4-fe8 ^'* = (cosy — t siny)« =• cosny — tsinwtp 

Das mittelste von diesen 9 Gliedern ist (^^"^^ Antwort auf Frage 76) 

7öa*M. Setzt man in die Formel: igt demnach für: 

«•(» — !)•(» — 2)".| — ~ — ) IL IL a**-]-hf* ^= coBtKp-^isinfKp-^GOBntp — isinn^ 

^^ Z.a^.6* =2cos»<p 

n 

^'^'^ y also für: 

für 7? = 8 ein, so ergibt sich : a»» - 2 -f- 6» - 2 = 2« cos (n — 2)y 

8*7'6*6 — — a»»-* + ^'*""* = 2.co8(n — 4)<p u. 8. w. 

1.2-3.4 • * * ^ = 70a4 64 gesetzt werden kann, so folgt: 
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2»» . C08»y = 2costt^-|-2nco8(n — 2)(p 
H J72 cos (n — 4)y 

Erkl. 201. Dasg ledes der heiden mitt- H . ' -coB(n — Q)(p-\ 

leren Glieder von (a 4" ft*> ^ei ungeradem n: i-»-o 

/„_L3\ Ist der Exponent n eine gerade 

«.(n-i).(«-2) . . \-^j n-i n-i 2ahl, so besitzt die Binominalreihe eine 

/n— iN*^**"^^^*^ *^ ^ ungleiche Anzahl von Gliedern und es 
i'2-3 (,'"2~j ist das mittelste Glied dieser Reihe 

ist und die Reihe eine gerade Anzahl von offenbar: 

Gliedern besitzt, soll durch die folgenden beiden ».fn — lV(n — 2^^ • • • /^ ^^^^^^ ^ „ « 

Beispiele nachgewiesen werden. *^ ^'^ v'"'^ 2 J Tj.T 

Man erhält für: n « • » 

(a + fe)7 = aT + 7a65 + 21a562 + 35a42,8 l-^-^ - (vgl. Erkl. 200) 

+ 35a864-(-2lo2&B + 7adß + d7 und Weil: 

Die beiden mittleren von den 8 Gliedern IL JL « 

sind hiemach 85a*ft« und 35a"K Setzt man o* • 6* =1 oder = 2 • -ö- 

in die Formel fftr n = 7 ein, so ergibt sich: . . , ,. 

7.fl.5 ist, SO erhält man 

1-2-3 ^ ' ' • bei geradem n 

Man erhalt femer für: ™^'' 

(a + d)9 = a» + 9a86 + 36a762 4-84a668 2« • coB«<;p = 2co8ny + 2ncoB(n- 2)y 

-j-126a5M+126a468 + 84a866 _^ ^l^liülZllL . cos (n — 4) y 
4-36a2d7_^9a68 + 69 l'^ 

Die beiden mittleren von den 10 Gliedern . 2'n-(»— -Ij-Cn — 2)^^^ _ 

sind hiernach 126 056* und 126 a< 65. Setzt man 1-2.3 

in die Formel f ür n = 9 ein, so ergibt sich : n-(n — 1) • • • ( ^'^^ ] 

9.8.7-6 1 ft 1 \ 2 / 

12 3 4 '(^ + ^)-^*^^ = 126 a6 64 + 126 0*68 +^-2" ;;^ 

^•^ T 

Dividiert man die ganze Gleichung 
durch 2, so ergibt sich: 

2m— i.cos»^ =z co8ny-f"n.cos(n — 2)<jp-| ■\-q — ^«cosCn — 4)y 

^ l^ / ox 1 n.(n-l).(n-2)...f-^?±^) 

, n.(n — l).(n — 2) , «v , ,1 V 2 y 

+ 1:2:3 C08(n-.6)y+...+-g- ^ 

oder: ^'^'^ 2 


cos» 


V = 2n-i ' |co8ny + w.cos(n — 2)y + -^^^^^-g— i.co8(« — 4)y 


, «.(n— l).(n — 2) , ^v , 1 

+ 1.2.3 ^•cos(«-6)y...+^ 


n.(n-l).(n-2). .(-^^^)t 

2 

Ist der Exponent n eine unge- 
rade Zahl, so hat die Binominalreilie ; 
eine gleiche Anzahl von GUedem und ] 
es haben die beiden mittleren Glieder 
offenbar den Koeffizienten: 

n.(n-l).(„-2)...(-^-?-) 

^ "^ (vergl. Erkl. 201) 


1.2.3. 


• •••#•• 


(^) 
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sowie das eine Glied die Hauptgrösse: 

»•4-1 »— 1 

das andere die Hauptgrösse: 

w— 1 »4-J 
a « . 6 2 

Die beiden Glieder geben demnach 
vereinigt : 

n-(n— l)-(n — 2)--- f ^'t^ ) / !l±i "-J !^* ?L±i\ 

— -— — M^-^« * -^"^^^ * •* ' ) 

l*^»n ••••••••• I — - I 

\ 2 / 

oder, da: 

M + l N — 1 n — 1 M-|-l » — 1 n — 1 

ist: 

n-(n — l)-(n — 2) ••• ( ""l"^ ^ »^ !iri 

V -* / (o + 6).a * -6 * 


- (V) 

oder endlich, weil: 

a+ 6 = 2cos9 

und 

n — 1 n — 1 


a « 6 « =1 
ist: 

2n(« — l)(n-2) ••• (-^4^) 
— ^^^ • cos.^ 

Man erhält also 

-.. bei ungeradem n 

für: ® 

f^m ffl \'\ 

2» . cos»*ip = 2«cosny + ««cos(w — 2)y-l ^=-3 — ^•cos(n — 4)^ 

, n.(n-l).(n -2) , ,, ^ 2.n.(n- l).(n-2) ■ ■ ■ ( ^) 

oder, wenn man die ganze Gleichung 
durch 2 teilt: 


2» — i-cos»*^ = CQBn(p'\-ncos(n^2)<p'] -K-q — ^•cos(n — 4)9) 


(^) 


, n.(n-l).(n-2) , ,, _^ »■(>.- l)-(n- 2) • _ 

v 2 ; 

oder endlich: 

1 I I / r*v I w«(n — 1) . .^ 

cov*fp = __^ • I QOBnfp + n'COBin — 2)y-| —-^ — ^«cosOi — 4)^) 

. n.(n-l).(n- 2) , „, ^ »-(n- l).(n-2) • • • (-^i) "I 

+ 1.2.8 C08(«-6)v+...+ l__^.co8v 


(^) 
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Frage 91. Auf welche Weise lässt 
sich sin" 9) durch den Sinus bezw. Co- 
sinus vom Vielfachen des Winkels q> Antwort Ist- 
ausdrücken? * , .' . 

cos (p-^tsvKft =. a 
und 

cos (p — isuKp z= b 
SO gibt: 

a^h =z C0B<p + isiD.(p — cos ^ -j~ ^ ^ ^ = ^* ^ ^ 

also ist: 

2» . t» . sin* <p =i (a — 6)»» 

Wird die rechte Seite dieser Gleichung 
nach der Formel des binomischen 
Lehrsatzes (siehe Erkl. 79) entwickelt, 
so erhält man, wenn n eine positive 
Ganzzahl ist: 

2»» • t" • sm»<^ = «» — n-a*«—!'© -4 =— ^r — -»a» -2.0-' 

n'(n — l)'(n — 2) „ ,« 1 1 r 

Setzt man wiederum (wie bei der 
vorhergehenden Antwort) für: 

o» — 1 = a-a*»—^ u. 8. w. 

ein, so ergibt sich: 

2»» . in . Bin» 9 := a» — n-a**-'-ah-\ ^r-^ — i-.a»»— 4.^252 

und nach Vereinigung des ersten und 
letzten, zweiten und vorletzten u. s. w. 
Gliedes : 

2w . I» . sin«y = (aw + fr»*)-— n'(a»— 2 + 6n— 2).at-| At-tj — ^•(aw-4 + 6»-*)-a2b2 

_Mn --lHn-2) _^^^_ ^,^,^ 

I • J»o 

oder, weil: 

flt = a«52 :::z a^h^ = • • • = +1 

ist: 

n • (fi — 1 ) 
2»» • jw • sin» <ip = (a" + ^) — «'(«*•"* + 6»»— 2) ^ Y-^ — ^'(fl'»— * + &*•—*) 

- "•^''-^>-l"-^> .(aH-« + t«-«) + ..- 

Ist w eine gerade Zahl, so ist 

Erkl« 202. In der Binominalreihe für das letzte Glied i** der in ungerader 

(a~6)« erhält man dieselben Glieder wie für Anzahl vorhandenen GUeder positiv, das 
(a-\-b>, nur wechseln bei (a — 6V» die vor- , 1, j x» ^ 

Zeichen der GUeder regelmässig ab. Da bei vorhergehende negativ u. s. w., und man 

geradem n sich eine ungleiche Anzahl erhält als erstes Glied auf der rechten 

von Gliedern ergibt, da das erste Glied stets Seite vorstehender Gleichung: 
positiv, das zweite stets negativ ist, so trägt 
das letzte Glied das P 1 u s zeichen. Da femer (<"** + *'0 

Ä« Jlf^n« arT. *" w ^f^A «i^%»®/?i^ als zweites GUed: 

Anzahl von Gliedern hat und das erste, dntte, 

fünfte u. s. w. immer das Pluszeichen, dagegen — n-(a'«— 2-|-6w-2) u. s.w. (s. Erkl. 202) 
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das zweite, vierte, sechste n. s. w. immer das Setzt man (wie in Antwort auf 
Minnszeichen führt, so ist das letzte Glied JYa^e 90) für* 
negativ. ^ ' 

a*» -|- ft* = 2 cos n y 

an— 9-}-5n>-9 = 2.co8(n — 2)<y> n. s. w. 

ferner für: 


.■- = MT)=r_ 


n 
T 


t». = t \^) =(—1) 

und für das mittelste Glied: 

n.(n-l).(n~2)...f-5±^) 

+ 2.4- ^^ — =— ^ (siehe Erkl. 200) 

^ 1 Q a ^ 

2 

SO erhält man 

bei geradem n\ 

n 

"i" 2*W*(h — 1) 

Oh . ( — 1)« . Bin» 9 = 2co8ny — 2ncos(n — 2)y 4 ~5 — ^'COsCn — 4)y 

1 *2a 


2-n-(«— l)-(n — 2) , ... . . 

^ co8(n — 6)vH ±2 


n.(n-l).(n-2)...(.^^) 


1.2.8 - ' - 2 j,2.3 


• •••■•• 


2 

Dividiert man die ganze Gleichung 
durch 2, so ergibt sich: 


2*« — i.{ — 1)2 . sinwy = cosn<^ — n>co8(n — 2)y-| — ^^^j-^ — ^•co8(n — 4)<p 

1 * A 


n«(n — 1) / fix , I 

'Cos(n — 6)y+ ••. + 


^ n.(n-l).(n-2)...(-^:^) 


loa 

oder: 

8m»9 = ^ . I C08n(p — n>cos(n — 2)y-| y-^ — ^.co8(n — 4)y 


1 r / 

im* 9 =: • I cosny — n>cos(n 

2„-i.(__l)^ L 


-•cos(n — 6)y-|- 


^ n.(n-l).(n-2)...(^?^)-l 
1-2 — ^ -/-r I -r jj n I 

2 

Ist M eine ungerade Zahl, so 
ist das letzte Glied b*" der in gerader 
Anzahl vorkommenden Glieder negativ, 
das vorletzte positiv u. s. w., und man 
erhält demnach in obiger Gleichung als 
erstes Glied der rechten Seite: 

(an — fcn) 

als zweites Glied: 

"- n»(a**^^ — h** — 2) 

denn: 

n-a»— 2.a6-j-n*6»— 2-a& = — n^ia*» — ^ — 6« — 2)a& u. s. w 

Da nun: 

a** = cos n (/)-{- 1 sin M </) 

und 

&» = cos n(p — isinntp 


\ 
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IBt, SO gibt: 
QH — hn = coBfKf-^-imntp — €imn(p-{'in.nn(f = 2t8inft</ 

ebenso : 

aw-2 — ft»— 2 = 2»sin(n — 2)y u. a. w. 

Demnach erhält man, da die beiden 
Mittelglieder der Binominalreihe ver- 
einigt: 

n.(n-~l)»(n — 2) -" ( ^1"^ ) ünl !Lzi 

^^_^^ «(a — 6)»a * .6 2 (siehe Erkl. 201) 

1*2*3 I — Q — I 

oder, weil: 

a — b = QiBm(p 

und 

M 1 M — 1 

ist: 

2.n.(n — l)*(n-.2)..* ^ ^"^^ ^ 

- (W"'' 

ergeben, 

bei ungeradem n: 

2» . t» * Bin»y = 2t8inn^ — 2w*f 8in(n — 2)(/5-| '- — —^ ^•i*8in(n — 4)9) 

X *a 

2.n.(n-l).(n-2) . . , „, _^ 2.n.(„-l).( n - 2) ■ ■ • (iL±i) 
1.2*8 ^»smCn — 6)yH + }n — l\ '*^"^^ 


^ • 3] *0 ****"■*■* 


(^) 


Dividiert man die ganze Gleichung 
durch 2t; so ergibt sich: 


2>»-'i.»H — i.gin»^ = sinnc^ — n*Bin(n — 2)y-| \~ä — ^'SinCn — 4)(/) 


n.(n-l).(n- 2) . , „, ^ n.(n- l).(n-2) ■ • ■ (i^) 

1 O Q / n A \ 


oder, weil: 


ist: 


Bmnif = j— p * I siuny — n*8m(n — 2)y-| Y~ö •8in(n — 4)y 

2»"-i.(— 1) ^" L 
n.(n-l).(n-2) . , «, ^ n.(n- l).(n - 2) ■ ■ • (-^ i) -| i 


Anmerkung 12. Da die in den Antworten auf die Fragen 90 und 91 abgeleiteten vier 
Formeln für die Integralrechnung von Wichtigkeit sind, so kann dem Stu- 
dierenden nicht genug empfohlen werden, sich diese Formeln, ihre Ableitung and 
Anwendung gründlich einzuüben. 


j 


r 
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a) Gelöste Aufgaben. 

AiL^be 76. Es ist: 

a) cos6<p Auflösiing. 

b) cos«y nj Ijj eos^g) ist der Exponent eine un- 
dorch den Cosinus vom Yielikchen des Win- gerade Zahl, demnach erfolgt die Berech- 
kels qp auszudiäckoL nung nach der Formel: 


cos»« 


cos» 


1 r M-(n — l)-- • 1 
(p = ^_, • coswy + n.cos(n — 2)yH 1 ^ g cosy 

in welche man für n = 5 einzusetzen hat. 
Man erhält alsdann: 

cos^<f) = -^ • lcofihtf'{-b'COBS<p'{' -y-^ • cosy j 

lo 

b) In cos^qp ist der Exponent eine ge- 
rade Zahl, demnach erfolgt die Berechnnng 
nach der Formel: 

<f = qh—i ' (coswy + w«cos(n — 2)y-j \r-^ cos(n — 4)^)-] 

1 n'(n — l)'(n-2)''\ 

in welche man für n = 6 einzusetzen hat. 
Dann ergibt sich: 


■" 82 


^cosöy + 6.cos4y + -j-^.cos2<p + -2 . -^Tg^g-j 
(cos6g) 4- ö-cos4y -f- 1B-C0S29) + 10) 


Anfgabe 76. Was erhftlt man mittelst 
der in Aufgabe 75 abgeleiteten Formeln für: AufUrnnr. 

a) C0B5600? ^^ ^^^^ voriger Auflösung ist: 

b) CO866O0? 1 

cos^y = -r^-{cosB<p-j-6»cos8<ip4~lö'COsy) 

Demnach gibt: 

cos5600= ~. (COS3000+ 5.COSI8O0+ lOcosÖOO) 
ErkL 208. Da cos60o == 0,6 ist, so gibt: ^ 

0086600 = 0,5^ oder, weü: 

cos 3000 = cos 600 (nach Erkl. 101) 

cosl800 = — 1 
und 

cos60o = 0,5 
ist: 

COS66OO = 1 . (0,5 - 5 + 5) = :^ . 0,6 = 0,08126 

(vergl. Erkl. 208) 

b) Nach der Auflösung von Aufgabe 75, b) 
ist: 

coso^ = -7r^.(cos6y + 6co84y 4-15cos2<jp-|-lö) 
Demnach erhält man für: 
cos« 600 = -i- . (cos 3600 -j. 6 cos 240© + 16 cos 1200 + 10) 


d. i.: 



= 0,03125 

nnd 



coB«600 = 0,5« 

d. i. : 



— 0,015625 
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oder, weil: 

(5083600= 1 

cos 2400 _ ^ CO8600 — o,5 
cos 1200 = — cos 600 = — 0,5 
ist: 

cos« 600 = -ir- . (1 + 8 — 7,5 + 10) = -i . 0,5 = 0,01 5625 (vergl. Erkl. 203) 

Aufgabe 77. Es ist: 

a) sin^ (p 

b) sin« <p AnflösTing. 

durch den Sinus vom Vielfachen des Win- a) In sin^qo ist der Exponent ungerade, 
kels <p auszudrücken. folglich ist hier die Formel: 

sin» 9 = --[sinwy — n-8in(n— 2)y -|- • ••] 

ff ^^ X 

2n-l.(- 1)~2~ 

anzuwenden. Man erhält, wenn man in diese 
Gleichung ttir » = 3 einsetzt : 

sinSy = '(sinSy — 3siny) = — — •(8in8(f>--8siii<p) 

b) Die Berechnung von sin^qo hat, weil 
der Exponent eine gerade Zahl ist, nach 
der Formel: 

sm» (p = • I coantp — n- cos (n — 2)</? -J r "ö" * — fö 1 

2»-i.(— 1)2 

zu erfolgen. Setzt man in dieselbe iär n = 4: 
ein, so ergibt sich: 


1 / 1 4.3\ 1 

sin^y = 26. (—1)2 " ( cos4y --4co8 2y + y y-g-l = y (CO849 — 4cos2y + 


3) 


Aufgabe 78. Was erhält man mittelst 
der in Aufgabe 77 abgeleiteten Formeln für: Auflösunff. 

a) sin» 500? . p^ ^^^^ ^^^ Auflösung voriger Auf- 

b) 8m450o? gäbe: 

sinSy = — — • (sin 8 9 -^ 3 sin <p) 

Erkl. 204. Da sin50o = 0,76604 igt, gibt: ist, so erhält man für: 

sin3 500 = 0,766043 = 0,44953 1 , • ,-ao q • kaa^ 

j * * sin^SOo =: — — . (sm loOo — 3 sm500) 

sin* 500 = 0,766044 = 0,34436 -^^^ jg^. 

sin 1500 = + sin 300 = o,5 

und 

sin 500 = 0,76604 

folglich gibt: 
sin3500 = — -j-(0,5 — 3 • 0,76604) = — -^.(— 1,79812) = + 0,44953 


b) Nach der Auflösung yon Aufgabe 77, b) 
gibt: 

sin^c^ = -^•(cos4y — 4cos2y + 3) 

o 
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Folglich erhält man für: 

sin* 600 = i . (cos 2000 — 4 cos 1000 — 3) 

Nun ist: 

cos 2000 = — cos 200 = — 0,93969 
cos 1000 =3 — cos 800 =: — 0,17365 
folglich gibt: 

sin*500 = 4-(—0,98969+4.0,17366 + 3) = 4-2,75491 = 0,844364 

o o 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Au^abe 79. Es ist: 
a) coB^(f 

b) COB^(p 

durch den Cosinus vom Vielfachen des Win<< 

kels (ff 

c) 8in&9> Andeutung. Auflösung analog den Auf- 

d) aÜLl^fp lösungen der Aufgaben 75 und 77. 

durch den Sinus vom Vielfachen des Winkels 9 
auszudrücken. 

Aufgabe 80. Mittelst der sich ans der 
Auflösung der Aufgabe 7S^ ergebenden For- 
meln sind zu berechnen: * ^ ^ * «„ , , * /. 

Andeutung. Auflösung analog den Auf- 

a) cos» 400 lösungen der Aufgaben 76 und 78. Zur 

b) cos* 400 Probe sind die nebenstehenden Funktionen 

c) sin^SOo auch ohne die Formeln aus den Fragen 90 

d) sm«20o und 91 zu berechnen. 


b) Ueber die Darstellnng des Sinns und Cosinus vom Vielfachen eines 
Winkels dnrch Potenzen des Sinns nnd Cosinns vom einfachen Winkel. 

Fra^ 92. Wie lässt sich: 

cosny Antwort. Nach der Antwort auf 

duixh Potenzen von cosqp und sinqp Frage 90 ist: 

ansdr ficken ? 2 cos n 9 = (cos y + » sin y)» 4- (cos (/) — » sin (f)** 

Entwickelt man die rechte Seite dieser 
Gleichung nach der Formel des binomi- 
schen Lehrsatzes (siehe Erkl. 79), so 
erhält man, wenn n eine ganze Zahl ist : 

I 1 • • I «•(»— 1) o .0.0 I **'(^ — 1)-(« — 2) 
2co8M<y> = cos^y + W-COS'*— Jy-t-smy -j -^—^ — ^«cos»«— «y-t^.am^y-l ^ — -, a *> ' 

1 • J • l*2*o 

.fi • p 1 n'(n — 1)*(« — 2)'(n — 3) , .. . ^ , 

COS'' — 8^.|8.siQ8(y)-| i L_l_.-^ ^'COB;^''*(f't^*Bm*(p'{' " • 

1 •«•o*4 

-f- i» • sin« (p -\- coB*»(p — fi' Qos^— i (p'i'Smtf -\ ~— ^ — ^-cos«— 2 (p-i^-sm^fp 

1 *fi 

«•fn-l).(n — 2) , ., . , , n-(» — l).(n-2)-(» — 8) 

COS« — 4 (^ . t4 . giii4 fp — . . . -^ j'm . ginn (p 

Krttger, Das Bechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 10 
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oder vereinigt: 

2.n*(n — 1) 

2eoBn<p =: 2cos»»y-] f-jr ^.co&*—i(p-i^'8m*(p 

1 «2 

, . n.(n-l).(« — 2).(n — 8) . .^ . . , 

oder, weil t* = — 1, i* = -j- 1 . . . ist 
und sich aus sämtlichen Gliedern der 
Faktor 2 fortheben lässt: 

w-(« — 1) « . o . w.(n — l).(n — 2)-(n — 3) 
coBny = coflM</> ^^— TT — ^.(508»— 2<p.gm2a)-| i / ^ ^-cos»— 4y»•8m*(f' 

l•2s 1 •2*o*4 

n-(n-l).(n-2)»(n~ 3) .(n~4)»(n -5) ,,^.- , ..„a,, , 
1:2:3^476:6 co8».-e<p.8m6y + . . . 


Frage 93. Wie lässt sich: 

ainn(p Aütwort. Nach der Antwort auf 

durch Potenzen von sin 9) und cos 9) Frage 91 ist: 

ausdrücken? 2»8inny = (cosy + tsin9)»— (cosy — jsiny)« 

Entwickelt man die rechte Seite dieser 
Gleichung nach der Formel des binomi- 
schen Lehrsatzes, so erhält man, wenn n 
eine ganze Zahl ist: 

o- • I , . • I »•(»— -1) „ .0 • o I w-(w — !)•(» — 2) 
2<8mn^ = cos»y + n»C08»» — iy»»-8my-^ ~— ^ — ^•cos'»— »y.t^.Bm^y-l ~rirä ' 

1 *a 1*^*0 

, .. . « n.(n— l).(n — 2).(» — 8) ^ .^ • ^ 

1<2*B*4 

+ t« • sin»^ — cos»»y-|-^'Cö8»— ly-f'Siny -r-^ — ^.cos«— ^y.t^.ginSy 

1 * A 

, «-(«-l).(n — 2) „ ., ., »•(» — l)-(n — 2)-(n — 8) 

cos*^ ^ ^(p'i** sin* (p-\- - • • ip t» •8in'*</> 

oder vereinigt: 

2'n'(n — 1)'(m — 2) 

2i8mna) =z 2n-co8M~ia}*Y*8ina)-| ^^ — ^ _ „ .co8*»-3y.f8.gii|j«, 

1* J*o 

, 2.n.(n — l).(n — 2).(n-8).(n — 4) ^ .^ . _ , 

1 • ja»O»4*0 

oder, da sich aus sämtlichen Gliedeni 
der Gleichung der Faktor 2 fortheben 
lässt und t' = — », i^ = -{-ij i^= — * 
u. s. w. ist : 

, . . n-(»— l)-(w — 2) _ . . „ 

tsmn^ = «»cos«— i<i?-i«8ina) ^^ — ^ cos»— Syi'Sin^y 

, «.(n — l).(w — 2)'(w — 3)-(n — 4) . . .^ 

-j ^ -^-cT o Ä £ ^ ^.co8'»— oy«i-8m^y — ••• 

l« j*o«4*o 

oder endlich, indem man die ganze 
Gleichung durch i dividiert: 

, . n-(n — l)-(n — 2) _ . _ 

smn^ = ««cos»»— ia>-8m<^' ^^ — t-tto cos»— s^.gmSy 

, n-(»i — l).(n — 2)-(« — 3)-(n — 4) 
+ ^ ^.2.3.4-5 ^-cos— 5<p.8in6». 
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a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 8L Es ist: 
a) sinbtp 

^) sin6(p . Anflöiung. . Setzt man in die letzte 

durch Potenzen von sing) und cosqo ans- Gleichnng der Antwort auf Frage 93 für 
zudrücken. n = b ein, so ergibt sich: 

5.4.3 5-4-3*2*l 

a) sin6^ = 6'COS*(f"Sm(p — 1 .> .> 'Cos^y-sin^y-l- . ^ » . g 'CosOy'SinSy 

l*a«0 1»J»0'4»0 

oder: 
= 5*co84<f -sine/) — lO-cos^y-sin^y-l-sin^y 

weil co8®<p = 1 ist (siehe Erkl. 22). 

6*5-4 6-5*4*3*2 

b) sin 69 ::= 6'C08*y»siny — 'Cos^y-sin^y-)- ^ » ,. g 'cosy'sin&y 

l'^'O l*J*o*4*5 

oder: 
= 6*co8^y*siny — 20'C085y'8in*y^-|- ß-cosy-sin^y 

Aufgabe 82. Es ist: 
a) sin 5 y 

^) ^"^^ Auflösung, 

nach den in der Auflösung voriger Aufgabe x t^ 

entwickelten Formeln zu berechnen für g)=25^ . ^ ' . . ,^ « . 

sin5<y) = 5*cos^</)-sm9>~10-co829>*sm^y+sm^y 

Erkl.»». Es ist: ist, 80 gibt: 

sin 1250 = «n (180» -1250) = 8in650 = 0,81916 «'"'^•26» oder siniaöo = 5.cos«26o^8in25o 

^ ^ ' — 10 • cos2 250 . sin« 25^ + sin^ 25o 

^"^^ oder: 

sin 1500 = sin 800 = 0,6 

' = 6 . 0,906814 . 0,42262 — 10 • 0,906312 • 0,422628 

Krkl. 20«. , + 0,42262^^ 

log (5.0,90631^.0,42262) = ^^^^ ('^^^^ ^^•^- 206) : 

log5 + 4.1og0,90681 + log0,42262 sm 1250 = 0,81923 

log6 = 0,69897 \ ,,„non«ai _ 

4 logO,90631 = 0,82912-1 [ ^^^o 95728 ~ 1 ^^ ^• 

logO,42262 = 0,62695 ~ 1 j » ginöc^ = 6.cos5y siny. — 20.cos»y.8in3<p 

2,15404 ~ 2 oder = 0,15404 + 6 . cos y • sinB y 

numlog 0,16404 = 1,42674 ist, so erhält man für: 

loeaO.O 906312.0 42262») = sin6.250 oder sinlSOo = 6.co86 25o.8in26o 

Iogl0 + 2.1og0,90631 + 3.1og0,42262 ^^^^. ~ 20.cos826.8in3260 + 6.co8260.8in5250 

o 1 n i?!«? ^ n 2??^ 1 = 6.0,906315.0,42262 - 20.0,906313.0,422623 

2 log 0,90631 = 0,91466— 1 _i_ « n Qn«fti n >iooao'> 

aio|o42262 = 0;87786-2 , , , ^,, +6.0,90681.0,422625 

2,79241-3 oder =0,79241-1 ^'^^^ ('^^^^^ ^^^1; 207):_ 
numlog 0,79241 — 1 = 0,62003 ®^^ ^^^ — ^»5 

log (0,42262)5 = 6. log 0,42262 = 0,12975 — 2 
numlog 0,12976 — 2 = 0,01348 
Demnach gibt: 
sin 1250 =: (1,42674 + 0,01348) — 0,62003 ::= 0,81919 

Erkl« 206 a« Die vorstehende logarithmische 
Berechnung von Produkten und Potenzen beruht 
auf folgenden Sätzen der Logarithmenrechnung: 

„Der Logarithmus eines Produktes ist 
gleidi der Summe der Logarithmen der 
einzelnen Faktoren.'' 
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„Der Logarithmns einer Potenz ist gleich 
dem Logarithmus der Grundzahl, multi- 
pliziert mit dem Exponenten.^ 

Erkl. 207. 

log (6.0,90681&-0,42262) = log6 + 5 logO,90681 + log0,42262 

log 6 = 0,77816 
6 log 0,90681 = 4,78640 — 6 
log 0,42262 = = 0,62696 — 1 

6,19050 — 6 oder = 0,19060 

numlog 0,19060 = 1,66063 

log (20 . 0,90631« . 0,422628) = log 20 + 3 log 0,90631 + 3 log 0,42262 

log 20 = 1,30103 

3 log 0,90631 = 2,87184 — 3 
3 log 0,42262 = 1,87786 — 3 

6,06072 — 6 oder = 0,06072 

numlog 0,06072 = 1,12387 

log (6-0,90631.0,42262») = log6 + log 0,90631 + 6 log 0,42262 

log 6 = 0,77816 
log 0,90631 = 0,96728 — 1 
6 log 0,42262 = 3,12976 ~ 6 

4,86618 — 6 oder = 0,86518 - 2 

numlog 0,86618 — 2 = 0,07331 

Folglich ist: 

ßinl605 = (1,66063 — 1,12387) + 0,07331 = 0,5 


Anfjgabe 83. Es ist: 

a) cos3^ 

h) cos 4 9) 
durch Potenzen von cosiy und sing, aus- ^ AnnSsung. Nach der Antwort auf 
zudrücken. Frage 92 ist: 

»•(m— 1) . . ^ 

COSUif = COS^fip =— ö COS''— 2(jp.sm2(/ 

, n.(ti— l)-(n — 2)-(n — 3) 

Demnach erhält man: 

a) für « = 3 : 

3-2 

cosSy = cosSfjp --^•co8(f*ain*(p = cos^y — 3 cos y- • sins r/ 

b) für n = 4: 
4-3 4*3<2>1 

cos 4 (f = COS^ (p :r-jr • C0S-' (p • SiTL^ (f -j- -- • COS^ (f • SIU^ r/ 

= COS* (f — 6 cos- (f • sins rp -f- sin* <p 

weil cos^qp = 1 (nach Erkl. 22) ist. 


Aufgabe 84. Es ist: 

a) cos 3 (p Auflösung. 

h) cos4y a) Da: 

nach den in der Auflösung voriger Aufgabe cosSy = cos»«/) — 3cosysm2f/ 

entwickelten Formeln für 9 = 15^ zu be- ist, so erhält man für: 

rechnen. cos 3 • 1 50 oder cos 45» = 

cos» 160 — 3 • cos 150. sins 15<^» 

Erkl. 208, Es ist: oder: _ q gggggg __ 3.0,96593.0,258822 

cos 450 — 0,70711 oder- 

und cos 600 =: o,5 * = 0,70715 (siehe Brkl. 209) 
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Erkl. 209. b) Da: 

log 0,966938 = 8 . log 0,96698 = 2,95485 - 3 cos 4 r/^ = cos* y ~ 6 cos« tp • sin2 y + sin* y 

oder : = 0,95486 — 1 so gibt : 

numlog 0,96486-1 = 0,90126 cos4.150 oder cos60o = 
log (8 . 0,96693 • 0,25882«) = 0,96593* — 6 - 0,96592« • 0,26882« + 0,95882* 

log 3 + log 0,96693 + 2 log 0,26882 oder (nach Erkl. 208 bezw. 210): 

log3 = 0,47712 cos600 = 0,6 

log0,96693 = 0,98496 -- 1 
2 log 0,26882 = 0,82598 — 2 

2,28805 — 8" oder = 0,28805 — 1 

uumlog 0,28806 — 1 = 0,19411 

folglich ist: 

cos 460 = 0,90126 — 0,19411 = 0,70715 

Eriü. 210, 

log 0,96593* = 4 log 0,96593 = 4.(0,98495 — 1) = 0,93980 — 1 
numlog 0,93980 — 1 = 0,87056 

log (6 . 0,966932 . 0,25882«) = log 6 + 2 • log 0,96698 + 2 log 0,25882 

log 6 = 0,77815 
2 log 0,96593 = 1,96990 — 2 
2 log 0,25882 = 0,82598 — 2 

8,57403 — 4 oder = 0,67403 — 1 
numlog 0,57408 — 1 = 0,8750 

logO,26882* = 4.1og0,25882 = 1,65196 — 4 = 0,65196 — 3 
numlog 0,65196 — 3 = 0,004487 
Demnach gibt: 
cos 600 = (0,87056 + 0,004487) — 0,3750 = 0,5 


ß) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 86. Es ist: 

a) sin3^ 

b) sin 49 

c) cos 69 

d) cos 6 a? Andeutung. Auflösung analog den Auf- 

diirch Potenzen von sincp und coscp aus- ^^'"''^^'' ^^'' ^""^«^^^ 81 ^^ 83. 
zudräcken. 

Aufgabe 86. Es ist: 

a) sin 3 (p 

b) sin 4 9 
für g) = 200, 

c) cos 5 9 

d) cosStp Andeutung. Auflösung analog den Auf- 
für (p == 550 lüsungen der Aufgaben 82 und 84. 

nach den sich aus der Auflösung der Auf- 
gabe 85 ergebenden Formeln zu berechnen. 
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F. lieber die Exponentialreihe und einige Anwen- 
dungen derselben auf die vorliegenden Probleme. 

Anmerkung 13. Vorausgesetzt werden Kenntnisse vom binomischen Lehrsatze, 
von der Logarithmenrechnung und der Goniometrie. 

a) lieber die Exponentialreihe im allgemeinen. 
Frage 94. Was versteht man unter 
der Exponentialreihe? Wie wird Antwort. Nach dem binomischen 
dieselbe entwickelt? Lehrsatze (siehe Erkl. 79) gibt: 

/ I t\ I « i I W'(W 1) « ,« I W-(« 1)'(*^ 2) « ro I 

{a + h)n = a^ + w-a^-i-t-j \--^ — i-a«— «.ft«-] ^ ^ ^ ^.an-s-^s-j- ... 

!• 2 l'2'O 

Setzt man in diese Gleichung 1 statt a 

und — statt 6, worin x irgend eine 

ganze oder gebrochene, reelle Zahl be- 
deute, so erhält man: 

\^nj ^ n ^ 1-2 »2^ 1.2-3 w» ^ 

oder, da: 

fi'in — 1) n- — n 1 

und 

n-(n — l) .( >i — 2) _ nB — 3n2 4-2n _ 3 ■ ^ _A ^^ \ A— — ^ 

gibt: 

Ist die Anzahl der Glieder der 
vorstehenden Reihe unendlich gross, 
ist also w = 00 , so ist : 

Erkl. 211. Mittelst der für ex entwickelten -^ = — = 

unendlichen Reihe können heliebige Potenzen ^ ^ 

oder Wurzeln von e = 2,71828 • • • berechnet 2 _ 2 _^ 

werden, weil x jede beliebige, positive oder ^ "~ "^ — u. s. w. 

negative, ganze oder gebrochene Zahl sein kann. , prhsllf • 

Diese Beihe führt den N amen „E X p n e n t i a 1- 

reihe". 1 — — 1 = 1 

n 

1 — ~ = 1 — = 1 u. s. w. 
n 


i 


oder für: 

(l + = 1 + - + ^ +tÄ3- + tÄ4 +••• ('•^ »'• Unendliche) 

Wird 1 statt x gesetzt, so ergibt sich 

(l+|)"-l + l+T^ + Ti3-+ 1.ÄT4+"- (WS ins Unendlichem 

Berechnet man die rechte Seite diesei* 
Gleichung, so erhält man einen unend- 
lichen Dezimalbruch, dessen erste 6 Ziffe i*u : 

2,71828 


J 
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sind. Dieser Dezimalbruch wird in der 
mathematischen Wissenschaft mit e be- 
zeichnet Es ist also: 


=('+i)-= 


«a? 


l + l+T + T + i + 

und 

i+ir) =i+*+T2 +1:1:3-+ 


(bis ins unendliche) 


x^ 


1-2-3 ' 1-2. 8-4 

femer: 


('-7)-= 




jcB 


+ 


a^ 


1-a-d ' 1-2-3-4 


+ • • • (bis ins Unendliche) 


— • • • (bis ins Unendliche) 


(siehe Erkl. 211) 


Frage 95. Was erhält man für: 

ß*« und 6—'*? 

Erkl. 212. Ist d? = 0, so ergibt sich : 
, 





sin 00 = — 





1.2*3*4-5-6 



+ 


+ 


1.2.3 • 1.2-3-4-5 
Setzt man fttr a? = — a?, so folg^: 

a:2 . ^ 


= 1 
= 


cos(— a:) = l---J;2-4- 


1.2-3-4 


-[-...= COSiC 
0^ 


l-2*3-4*5*6 
sin(— x) = -a?4--j-2^~j 2 3 ^gi- 

= — sina? (vergl. Erkl. 141) 
Femer gibt: 
eijc.e—ix = ^x-ix =; eo ::= 1 (nach Erkl. 24) 

nnd 

(oo8a? + t8ina?)»(cosaj — t'sino?) = cos2aT-|-sin«a? 

Da: 

e»«.^— <« =: co8*a; 4- 8Üi'^ 

ist, so mnss: 

eo%^X'\'Äu^x = 1 
sein, was (nach Erkl. 130) richtig ist. 


Erkl. 218. Die Gleichungen: 

a:* 


x^ 
^""T^'*""l.2.3.4 


cosa; 


und 


x^ 


+ 


a:* 


— • • • = sin a? 


1.2-3 ' 1. 2.3. 4. 6 

sind ssnerst von Newton (geb. 1648, gest. 1727) 
entwickelt worden. E nl er (geb. 1707, gest. 1783) 
hat diese ans den Werten von cos a?y und sina;y 
abgeleitet. 

(Siehe Baltzer, Elemente der Mathematik I, 
Seite 183, Anm.) 


Antwort. Da nach vorstehender 
Antwort : 

a>^ a?^ x^ 

ist, so gibt: 

oder, weil: 

♦« = -1 

♦^ = 1 u. s. w. 

ist (siehe Antwort auf Frage 5): 

a:2 fa?8 a:* 

^ 1.2 1.2.8^1.2.3.4 

oder: 

(X^ X^ ^ \ \ 

^■"r2'''l.2.3.4"'l.2.3.4.5.6^ / 

(aß x^ 

^""172^ "^1.2. 3. 4.5"" * 

Ebenso erhält man fttr: 

V 1-2^1.2.3.4 1.2.3.4.5.6^ / 

(X^ . X^ \ 

^""iT2T3+ 1.2.3.4.5 ) 

Nun kann man für: 

(a?2 «* x^ \ 

^■"r2"^1.2.3.4" 1.2.3.4.5.6"^* 7"^^ "^ 

und fttr: 

V'^"T2:3+1,2.3.4.6^--V "'"'''' 

setzen, weil diese beiden Klammeraus- 
drücke sämtliche Eigenschaften von coso; 
bezw. sino? besitzen, was immer auch 
fttr X eingesetzt werden möge (siehe 
Erkl. 212). 


) 
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Demnach istt 
und 

M^ ^^ n.^^ -r ^ , . . e— '* = cosa: — j-sina? (vgl. Erkl. 214) 

Erkl. 214. In «<« bedeutet x einen, mit « . x ää n? • ^ «_ 

dem Halbmesser = 1 beschriebenen nnd dnrch , Setzt man für x=2k7t ein, SO er- 

Teile desselben dargestellten Kreisbogen, wäh- hält man: 

rend x in cosa?-|-t8ina; den Winkel bedeutet, «2*71:/ =- cos2kn4-iHm2kn 

welcher zu jenem Bogen gehört H *1 • 

Q0ß2kn = 1 
und 

sin2X;7ir = 

Krkl, 215. Ans der Exponentialreihe lässt ist, wenn k eine positive Ganzzahl (ein- 
sich ein neuer Beweis des Moivreschen Satzes schliesslich 0) bedeutet (siehe Erkl. 162 
(siehe Erkl. 156) herleiten. und Antwort auf Frage 82): 

^** ... «2l-7r< z= 1 

e«* = cos a? + 1 sina? 

ist, so ist auch: Ist a; = (24+ l)7r, so ergibt sich : 

«2»«= C082a?4-t8in2a: e[^k-^^)7i = cos(2fc + l)7r + isin(2Ä; + l>» 

oder aUgemein: oder, weil: 

enix =z cos war + t sin na? cos(2Ä -|-l)7r = — 1 

und 

8in(2Ä:+l)7r = 

ist (nach Antwort auf Frage 82): 


b) üebep die Berechnung von i\ 
Frage 96. Was erhält man für: 

V Antwort. Setzt man in die Gleichun g : 

«tar — co6x-\-isinx 

Erkl. 216. Die Lösung des Problems i' ^ g^att x ein, SO erhält man: 
nmt von Euler. 2 ' v,xxiwx« »■»». 


stammt 

irr 


e^ = cos~ + t8in^ = cos900 + isin900 = + / = +i 


Demnach ist: 

C-V 
Nun gibt: 


i^y-' 


'n n 

2 "^ "" T 


folglich ist: 

/ TT 


t' oder y--l = e ^ oder = —^ (nach Erkl. 24) 


(yergl. Erkl. 216) ^ ^ 


c) Ueber die Darstellung von l{a-{-bi). 

Frage 97. Wie lässt sich : 

i(a + bi) Antwort. Da : 

ev^ = cosy + f siny 

(nach Antwort auf Frage 95) 


büden? 
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und 

a-^bi = r-(coB(p -\- i siny) 

Erkl. 217. Die auf die Basis e = 2,71828 .... ., <"*^ Antwort auf Frage 57) 

bezogenen Logarithmen heissen natflrliche ^^h SO glot: 
oder nach ihrem Erfinder Napier (1614) die a-^hi := r-ev* 

Napierschen; alle Logarithmen, welche eine und 

andere Basis besitzen (z. B. die Basis 10), nennt l(a + bt) = l(ve^O 

man künstliche. Die natürlichen Logarith- q^^^. 

men bezeichnet man mit log nat (logarithmns 7 1 •> / in n o^^ \ 

naturalis, d.h. natürücher Logarithmus) oder =lr + (ptle (n. Erkl. 206 a) 

kurz mit l Die auf die Basis 10 bezogenen oder, weil le =: 1 ist (nach Erkl. 218): 

Logarithmen heissen gemeine oder nach ihrem l(a4~hi\ — Ir-^-wi 

Erfinder Briggs (geb. 1656, gest 1680) die „. . yT. . !'^ ~^ 

Briggschen Logarithmen. Man bezeichnet sie Hierin Deaeutet: 

einfach mit log (siehe die Erkl. 206, 207, 209 ,. ~ i/a« 4- ft« (nach Antw. auf Frage 55) 



gente = - - ist (siehe Erkl. 98 und 98a), 
also: 

Erkl« 218. Ein Satz aus der Logarithmen- (/) = arc-tg—- 

rechnung lautet: <> 

„Der Logarithmus der Basis ist gleich L"* Man erhält demnach: 

2 . 

l(a + ht) = /. \/a«-f 62 + ».arctg— 

a 

Erkl. 219. Der Logarithmus einer Wurzel ^^^^ endUch, weU: 

ist gleich dem Lofji:arithmus des Radikandus, ge- 2 ^ 

teilt durch den Wurzelexponenten. l ya^ + &2 1= — ..; («2 _[> j2) 

ist (nach Erkl. 219): 


d) lieber die Darstellnng von cos »9) und sin»g) durch Exponentialreihen. 

Frage 98. Wie lässt sich: 

^^^v Antwort. Aus den Gleichungen: 

durch Exponentialreihen darstellen? ^»9 = cosy + tsin«) 

und 

e—*V = cosw — « sino) 
folgt: ^ ^ 

Erkl. 220. Man erhält für : e^v + e- » y = cos y -f ♦ sin y + cos y — t sin y 

e(n-i)i(p.e-i(p == ^(n— i)<y— ly (nach Erkl. 23) = 2cosy 

oder: Demnach ist: 

ferner für: (^»^^ ^'^^1- 26) oder nach dem binomischen Lehr- 

e(n-2)i>-[-e-2iv5 — e(i«-2)iy-2t> =, SatZC: 

eni<p-2iq>^2itp — enüp-^H' =z g(»-4).> 2».cos"y = c^v + n'e(n-i)ifp.e-i9 
und 80 fort. .4- ^'^" ~^^ .e(>»-8)/y.e~2fy 


, n.(n — l).(n — 2) , .,. 


oder (nach Erkl. 220) : 
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« I / «X. !**•(« — 1) / A^^ I w«(n — l)'(n--2) 

oder, indem man das erste und letzte, 
zweite und vorletzte Glied u. s. w. zu- 
sammenfasst und die ganze Gleichung 
durch 2" teilt: 

1 r n*(n 1^ 

(«(n-4)<v -|- ß-('»-4)<9') H I (siehe Frage 100) 

Praffe 99. Wie lässt sich: . . . . , />,i . . 

^ . Antwort. Aus den Gleichungen: 

durch Eiponentialreihen darstellen? und v ^cos(p + ism<p 

e-ifp = coBip — f sin^ 
folgt: 

gi(p — e— ty = coB(p + i Bintp — coB(p -|- i ainy 

= 2iBin(f 

Demnach ist: 
oder nach dem binomischen Lehrsatze: 

c^ . • . / ,x. I w*(w — 1) 1- ax. o. , n'(n — l)'(n — 2) 

1*^ 1 * J*o 

Ist w eine gerade Zahl, so ist e-^^^v 
positiv, also n«f?'v.^-~(»»~^)*<P negativ 
(siehe Erkl. 202) und man erhält dem- 
nach mit Bezug auf Erkl. 220 

bei geradem n 
fftr: 

ft . • . , ^\, , w»(n — 1) , ,v. n»(« — !)•(» — 2) 

1*2 l*2*o 

oder, indem man die ganze Gleichung^ 
durch 2"'t'* teilt: 

8in«<^ = — — — • \(e**ifp -\' e-nifp) -- n'(e(**—^)iv -\- e-i** -^)i9) -\ ^^r-x — - - 

Ist n eine ungerade Zahl, so ist 
das letzte Glied der Reihe negativ, 
das vorletzte positiv (nach Erkl. 202) 
und es gibt hiemach 

bei ungeradem n: 

2n.in.Biün<f = e>i/y — w»g(»~2)>y -|- ^'(^■-'^) .gin^AUg^ ^ n-in — l)»(n — 2) 

1 * A 1*2*0 

oder endlich: 

n*(« — 1) ^ 


sin«<p = — — — * (ew'V — f-«'V) — n*(€('*-2).'y-|-g— («-2)iy)-|. 


1*2 


(^(m - 4)»9) _ ^-(»1 - 4)iy) — ... I 


COB« 
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Frage 100. Wie lassen sich die in 
den Antworten auf die Fragen 98 und 99 Ax_^T^ v^a 
abgeleiteten Formeln für: Antwort. Da nach der Antwort auf 

cosnif und 8in«y Frage 99: 

vereinfachen? e'«*</' + «-«»v = 2co8«y 

also auch: 

Erkl. 221. Wie ans nebenstehender Ant- et'» - «) « y -[- g- (« - 2) » (^ =: 2 . cos (n — 2)(p 

wort ersichtlicb ist, lassen sich mit Hilfe der ..-j 
Ezponentialreihe genau dieselben Formeln für 

sin»»y und co8»«y ableiten, welche in den Ant- e^»-*)^^ -]-«—(« —4) »9 = 2- cos (n — 4)9 

Worten auf die Fragen 90 und 91 auf einem u. s. w. 

anderen Wege entwickelt wurden. ig^^ go erhält man für: 

cos«tf) = 4r • r(g"«y + g-^'y) + n«(g<>'-»)'y + <^'"'^"'"^^''y)+ ^'^?r^^ ' 

<p = -^ • |2cosn^-|-^^^o^(" — 2)y-] —^ — -'C0s(n — 4)(p-\ • 

oder, da sämtliche Glieder der eckigen 

Klanunem den Faktor 2 besitzen, welchen 

^ man vor die Klammer setzen und gegen 

2»* im Nenner fortheben kann: 

cosf^tp = _^ • Icosny + W'Cos(n — 2)</)-| y-^ — ^•coB(n — 4)9-^- • •• 

(vergl. Erkl. 221) 

Ferner ergibt sich 

«,. bei geradem n 

für: 

8m»»y = .^ • 2co6n<p — 2ncos(n — 2)y-| p^ — ^.cos(«-~4)y — •• • I 

oder, weil: 

in = i \2f —(».1)2 

ist und sich der Faktor 2 sämtlicher 
Glieder der eckigen Klammer gegen 2'» im 
Nenner forthebt: 

sm»(/i = — • Icosn^ — n*cos(n — 2)(p-\ -j-^ — ^•cos(n — 4)9 — ••• | 

2»-i.(-i)« Endlich erhält man, weil: 

eni(p ^ e-***<P = 2»8inny 

also auch: 

e{n-2)i(f__^-in-2)i(f ~ 2*sin(n--2)y 

und 

u. s. w. 

ist (nach der Antwort auf Frage 99) 

«.. bei ungeradem n 

für: ® 

8m«y = — — :- . 2ismMfp — 2nfsm(w — 2)<p-| p^ ^»sin(w — 4)y — • •• 
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oder, weil sich die Faktoren 2 und i 
sämtlicher Glieder der Klammer gegen 
2* bezw. i" im Nenner fortheben und 


ist: 


2 7!Lzi\ ^l^L 

in-l = ,• V 2 / = (—1) 2 


8in"</) = -^ • |8m7»(/' — n-8m(n — 2)<p-| ~-^ sm(n — 4)y — • • • I 

2» - 1 . (~ 1) 2 (yergl. Erkl. 221 ) 

Anhang. 
A. Verzeichnis der Resuitate der ungeiösten Aufgaben. 


2 


1) Imaginäre Zahlen. 


Aufgabe 8. V— 121 = +llt; reeller Faktor rational 

2 

Aufgabe 4. \/— 6 = + 2,236 . • • i ; reeller Faktor irrational 

Aufgabe«, a) +1, b) -+-1, c) - 1, d) -», e)+l, f)-t, g) - 1, h) +t 

Aufgabe 8. a) - 2f , b)^ -^^ » c) + 59» i/ö", d) - |j- • ^^-J , e) + 5t V t", 

Aufgabe 10. a) +a8, b) -^, c) - 10», d) -6.(31/2-4^1^), e) yM^ - a?), 

f) 2.(8VTÖ~8), g) +6, h) —(616,5 + 822. \/2)« = 546,808» 
Aufgabe 18. a) -24, b) +|-»Y^» c) ^2,7, d) 2l(l+»), e) +3», f) -3^+1^» 

Aufgabe le. a) 64, b) 64» \/2", c) — 128, d) — 128» \/2", e) 4r» *—=- 

l ^ 86 36 . V/6 

«^^ ,. ^^.^/l /-^ ,. .^3 . . 20 


a2& ^/i 3 

Aufgabe 17. a) +-^, b)— 32».y— , c) — a^oftioy «fe, d)— 60— , e) + 


2187 


2) Komplexe Zahlen. 

Aufgabe 19. a) +5 — 33», b) 1 + «, c) 0; d) +3,8«, e)— 18 + 44-A f) +24 — 57i, 

Aufgabe 28. a) 0,06» — 0,03 = 0,03 (2 t — 1), b) 8 — #, c) 25, d) ~- , 

e) «.(l— \/y + y) + y» 1/^. a^ — b^ + c^ — 2bci, 


g) 


— 4l + »(30 — 42 — 28 y|- + 80yyj=== —41-22,82» = —(41 + 22,82») 


h)+y 

Aufgabe 24. Norm = + 226, Modulus = + 15 
Aufgabe 25. Norm = + 2025, Modnlus = + 45 
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Aufgabe 28. a) --—-.(19 + 4»), b) +-^-(5-4* \/"6), c) 0,2299-0,9974», d) +2/, 

e) + 1, f) 2. (3 + » \/8"), g) 8 ^ + 5 -^ I, h) 0.0414 - 0,5428 ^ 


Aufgabe 29. Norm = 
Aufgabe 


i) 0,1824 ^. 0,06289 

81 


• » 


9 


— ^ , Modulus = -^r^ 
100 ' '""**"^"" xo 


Aufgabe 
Aufgabe 


85. a) —164 + 8860«, b)8.(l — »), 

d) — 465 — 681t = — 3.(155 -+■ 177») 

. +48» 


c) 


666 — 418 f 
614125 


87. Die erste Potenz gibt: 2.y — — S-V — —^ die zweite: — 1— — 4», 


die dritte: - V y ' (l^y + 3») » die 


vierte; — 13|- + 13~i, 


die fünfte: +y^ . (isA + 66-^-») 
Aufgabe 40. a) ± ^^1 • (8 + .'), b) ± ^^ • (1 - 5»-), 


c) 


±V¥- 


(i + »;, 


d) 2(1 — \/6) + »(4 + \/6) = — 2,898 [-6,449... », 


e) 


43 — 19f 


26 


f)-^*.j/7-2..-Yf. g)±2yai^ = +2.ViT7W 


8) Graphische und trigonometrische Darstellung der Imaginären und 

Isomplexen Zahlen. 

Aufgabe 42. a) Der Modulus ist: 

rj = ^0,52+ 1,52 = V'p = 1,68 . . 

der die Komplexe darstellende Punkt 
ißt Pi (Figur 28). 

b) Der Modulus ist: 
r, = 1/ 1,52+ 2,62 = |/8;5 = 2,9 . • • 

der die Komplexe darstellende Punkt 
ist P2> 

c) r, = V82 + 82 = /18 = 4,24 . • . 
der Punkt von — 3 + \/— 9 ist p^. 

d) r^ = \/ 3,52+3,5« = ^24,6 = 4,949 • • 
der Punkt von: 



+ » . y — 12,25 — l/— 12,25 
ist p^, 

Aufgabe 44. a) r = \/2"5 = 5; y = 36052'12"; 4+3f = 5- (cos 36« 52' 12" + »sin 360 52' 12") 

b) r = 1/T754 = rund 48 ; y = I8OO — 330 18' 38" = 146« 41' 22" ; 

— 35 + 28t = 48. (cos 1460 41' 22" + f. sin 1460 41' 22") 

c) r=:z\/d2i=: 18; (f =z 8600 — 390 31' 10" — 3200 28' 50"; 
13 — V"— 165 = 18. (cos 3200 28' 50" + i sin 320o 28' 50") 

d) r = VI2I = 11 ; <p = 1800 + 650 22' 42" = 2450 22' 42" ; 

— \/2l — lOi = 11. (cos 2450 22' 42" + ♦sin 2450 22' 42") 
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4) Das grraphische und trigonometrische Rechnen mit imagrinären und 

komplexen Zahlen. 


Figur 29. 
0, 



Aufgabe 48. Der die komplexe Zahl -^2 — 3« 
darstellende Punkt ist Pi , der von — 8 -f- 2 » : 
p^, der von -(-6 + 3»: i>8» ^^r von der 
Summe dieser Komplexen: p^ (Figur 29). 

2 — 3t = r, • (cos^i + «wa Vi) 
= 3,6066 . (cos 303041' 23"+»8in 803041' 28") 

oder: 
= 3,6056 . (cos 660 ig' 37" — i sin 660 18' 37") 

— 3 -|- 2 ♦ = r, • (cos (^j -h » sin y,) 

= 3,6056 . (cos 1460 18' 86"-|- »sin 1460 18' 36") 

oder: 
= 3,6066 . (- cos 38041' 24" -f i sin 83041' 24") 

+ 6 + 3t=:r,-(cos</)j+»siny,) 
= 5,831 . (cos 300 57' 51'' -^ 4 sin 300 67' 61") 

(+2-80 + (~8 + 2f') + (+5 + 8*) 
= -f- 4 -4- 2 » = r • (cos </) -f- « sin y) 
= 4,4721 . (cos 260 33' 64" + i sin 26o 83' 54") 

Aufgabe 49. (Figur 29.) Der die komplexe Zahl ~ 4 4-6« darstellende Punkt ist p^ (bezogeu 

auf MNOP); der Punkt von — (+ 1 — 2») oder — 1 +2t ist p^ (bezogen auf 
JfgJVaOjPa); der Punkt der Differenz ist p^ (bezogen Axd MNOF). 

— 4 + 6 f = r, . (cos y 4 4- i sin tp^) = 6,403 • (cos 128© 89' 36" + i sin 1280 39' 36") 

oder = 6,403. (—cos61020'24"+tsin61o20' 24") 

— (+ 1 — 20 = — 1 + 2i = rj.(co8<^e + » smy^) 

= 2,2861.(cosll60 33'56" + *sinll60 33'66") 

oder = 2,2361 • (- cos 630 26' 4" + 1 sin630 26' 4") 

(— 4 + 60 — (+ 1 — 20 = r^' (cos (p^ + isiatp^) 

= 8,6023. (cos 126C 32' 20" + »sin 1250 32' 20") 

oder = 8,6023. (— C08540 27' 40" + » 8in640 27' 40") 

(Figur 29.) Der die reelle Zahl darstellende Punkt ist p^ (bezogen auf MNOP), 
der von —(—2,5 + 1,50 = +2,6—1,5» ist p^ (bezogen auf M^N^O^F^), 

— 6,5 = r^ . (cos (f^ + i sin q)^) = 6,6 • (cos I8Ö0 + i sin I8OO) 

= 6,6 . (— cos 00 + 1 sin 00) 

— (- 2,5 + 1,50 ~ + 2,6 — 1,6» = r«. (cos y, + » sin (p^ 

= 2,916. (cos 3290 g' 9« ^ ,' sin 329« 2* 9") 

oder = 2,916. (cos30057'61" + »8in30067'51") 

— 5,5 — (— 2,5 + 1,5 = — 8 — 1,5» = r«« (cos y^ + » sm<p^) 

— 8,364 . (cos 2060 38' 54" + » sin 206o 33' 54") 


Aufgabe 50. 


Aufgabe 54. 

— 2 — » = 2,286. 

(cos 2060 88' 54" + » sin 2060 33' 64") 
dargestellt durch p^ (Figur 30). 

(—3 + 20 = 8,6056. 

(cos 1460 18' 36" + » sin 1460 18' 36") 
dargestellt durch p^ 

(- 2 — 0-(— 3 + 20 — 2,236.3,6066. 

(cos 3520 52' 30" + » sin 3520 52' 30") 
oder auch: 
1= 8,06 . (cos 70 7' 80" — »• . sin 70 7' 30") 

dargestellt durch p^. 


oder =: 8,364. (cos 260 38' 64" — » sin 260 83' 64") 

Figur 30. 




AI-^ 
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Figur 31. 


Aufgabe 56. 

— 4 + 5t = 6,403. 

(cos 1280 39' 86" +«• sin 1280 39' 36") 
dargestellt durch p^ (Figur 31). 

— 2» = 2.(cos2700 + isin2700) 
dargestellt durch p,. 

(—4 + 6t). (—2t) = 12,806. 

(cos 398039' 86"+ 1 sin 398039' 36") 

oder auch: 
= 12,806. 

(cos 380 39' 86" + 1 8in380 89" 36") 

dargestellt durch p^. 



Aufgabe 56. — 2+5t = 5,385.(cO8lll048'7"-|-t8inlllo48'7"), dargestellt durch i?i (Fig.32). 

— 2— 5t = 5,385. (cos 2480 IV 68" + f sin 2480 11' 68"), dargestellt durch i>„ 
(— 2-f 5i).(— 2 — 6t) = 6,8862.(co8 3600 + t sin 3600) 

= 29, dargestellt durch p^. 


M 





Figur 32. 
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Aufgabe 58. a) Der den gegebenen Quotienten darstellende Punkt ist p^ (Figur 83, siehe 

nächste Seite). 

2 + 6 1 = rj . (co8<p, + 1 sin </)j) = 5,386 • (cos 680 1 1' 63" + i sin 680 1 1' 63") 

1 — 4 1 = r, . (cos y, + 1 sin 9),) = 4,123 • (cos 2840 2' 12" + 1 sin 2840 2' 12") 

T^if = -|w ' ^^^® ^^^^ ^ ^' ^^" ~ ^^^ ^' ^^"^ '^ 

' i sin (680 11' 63" — 2840 2' 12")] 

oder = 1,306 • (cos 2160 50' 19" — i sin 2160 50' 19") 

Der Modulus r des Quotienten schUesst mit der Achse der positiven reellen 
Zahlen einen Winkel von 3600 — 2I6O6O' 19" = 1440 9' 41" ein. 

-f- 2 + 1 
b) Der den gegebenen Quotienten _ 7- darstellende Punkt ist p^ (Figur 34, 


— 4t 


siehe nächste Seite). 


Du Bechnen mit imagmllreii und kompleies Zahlen. 


Figur 88. 



r 



2-|-i ^= f,'(coB^p, -}-'BÜiy,) 
— 4t = r,-(coev,+»ainy,) 
2 + » _ 2.236 


:a^36-(coH&6<>83'M"-|-^B!ii96038'64"},duseBtellt durch j),. 
= 4-(Mi827ff'+ism270«), dargesWUt durch j),. 


[cOB (260 38' B4" — 3700)4 


in (26» 83' 64" — 270«)] 


= 0,5 


9430 26' 6" — I ain 348o 26' 6") 
Der Madnlne r dicBca Qnotienten scbÜMst a 


t der Achse der positiven reellen 
Zahlen einen Winkel von 360« — 2430 26' 9" = 1160 88'M" ein. 
c) Der den gegebenen Quotienten doratellende Punkt ist j>, (Figur 36). 
=■ r,-(coHi/i, -|-*»inip,) = l'(cosOo-)~iBinO«), dargestellt durch p^. 
= r,-(cogy,-i-iBinv>,> = 6.{coB23307'47" + iain388'»7*47">, daigesUUt durch p.. 

= ^.(c«s233«7'47" -iün23307'47") 


2. 2 — 1 = V^5 ■ (C0fl838026'6" + isiii333»26'6"), dargestellt durch ji, (Figur 36, 
(2-.-)s = 6.(co«666062']2"+i8in666062'12") '''''^« nefienrtehend .. 

=' 6.(coB8060 52'12" + .ain3060 52'12"), dargestellt durch p,. 
(2 — 1)» = 11,180- (cos 1000* 18' 18" + i sin 1000* IB' 18") 

~ ll,180-(«is2e(PlB'18" + i8iii280018'18"), da^estellt durch p,. 
(2 — 0* = 25.(cosia330 44'24" + .sinl333<'44'24") 

= 25.(cos2580 44'24" + t 810258044' 24"), dargestellt durch ji«. 
(2 — 0* = 56,9- (cos 16670 lo- 80" + 1 sin 1667« 10' 80") 

= 55,9-(c0B2270 10'3O" + isin2270l0'30"), dargestellt durch ft. 

(CO9800 — isinSO^ =^ 0,667 -{cos 2700-1- 1 sin 270») 

dargestellt durch j), (Figur 37, siehe nebensteheBd >. 

■ (COB 1800 — i sin 1800) ^ o,444-(coal80o + .8inl80<^ 
dargestellt durch j>^. 

■ (cos 870« — »■ sin B700) = 0,296 ■ (cos 90o + 1 sin 90») 
dargestellt durch ;•,. 

■ (COB8600 — .ain 8600) — 0,l87.(cos0o + ,Bin00) 
dargestellt durch j>„. 


68. 

(+1,50- 

= 

"1> 


(+ WO- 

= 

1 


(+i,so- 

= 

1 

"l,W 


(+1.60- 

= 

1 
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Figur 37. 
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Aufgabe 70. 


a) V 35 — 23 1, r = 1754, l/r = 3,478, <p = 326« 41' 22" 

X, =z 3,473 . (cos 1080 53' 47" ^ i sin IO80 58' 47") = — 1,125 + 3,286 * 
arj = 3,473 • (cos 2280 58' 47" + i sin 2280 53' 47") = — 2,283 — 2,6 17 » 
a?8 = 3,473 . (cos 3480 53' 47" + * sin 3480 53' 47") = 3,408 — 0,669 i 

4 


b) V^— 15-l-V— 31 1) Erste Lösung: r = 16, V^r=2, yr=159038'9" 
a;j =: 2 . (cos 390 64' 82" -J- i sin 39o 54' 32") = 1 ,53414 -f 1 ,28314 1 
X, = 2. (cos 1290 54' 32" + 1 sin 129« 54' 82") = — 1,28314 + 1,63414» 
arg = 2 . (cos 2190 54' 82" 4- • sin 2190 54' 32") = — 1,53414 — 1,28314* 
x^=z2' (cos 3090 54' 32" + ; sin 3090 54' 32") = -+- 1,283 14 — 1 ,53414 i 

4 _ 
2) Zweite Lösung: r = 16, \/r=2, (^ rr 3390 38' 9" 
X, = 2- (cos 1290 54' 82" + i sin 129© 54' 82") = - 1,28314 + 1,53414 i 
x^ =z 2. (cos 2190 54' 82" + i sin 2190 54' 32") = — 1 ,53414 — 1,28314 i 
2-3 = 2. (cos 3090 54' 32" + i sin 3090 64' 82") = + 1,28814 — 1 ,53414 i 
x^ = 2' (cos 8990 54' 32" + * sin 8990 54' 82") 

= 2 . (cos 390 54' 82" + » sin 390 54' 82") = 1,53414 + 1,28314* 
4 4 _^ 

r =. 625, \/r =: 5 


c) \/625, 

a?i = 5.(cos00 4-*sin00) = +5, 


Xj = 5.(cos900 + »sin900) = +5* 


x^ = 5.(cosl800 + * sin 1800) = — 5, ar^ = 5 • (cos 270o + 1 sin 2700) = — 5» 

3 5 _ 

d) V— 243, r = 243, Vr = B 

Xi = 8.(cos860 + tsin360) = 2,42706 ij- 1,76337* 
Ä-j = 3. (cos 1080 -[- i sin IO8O) = — 0,92706 + 2,85318* 
^3 = 3.(cosl80o4-t sin 1800) = — 8 
x^ = 3. (cos 2520 -(-*• sin 2520) = — 0,92706 --2,853 18» 
a:^ = 5 . (cos 8240 -+- * sin 8240) = + 2,42706 — 1 ,76387 » 
Krüger, Das Rechnen mit imaginären nnd komplexen Zahlen. 11 
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8 

e) V- 


3 


27 j, r = 27, \/r= 3 
a?i = 3. (cos 300 + 1 sin 300) == 2,59809 + 1,5« 
a?s = 3 . (cos 1600 -1- 1 sin 150'J) = — 2,59809 + 1,5 / 
.Tj = 3.(cos2700-|-* sin 2700) = — 3i 

f) V^^^SW, r = 81, VV— 9 

a:^ = 9. (cos 1350 -i. / gin 1350) = _ 6,36399 + 6,36399 / 
x^ = 9.(cos315o 4-1 sin 3150) = +6,36399 — 6,36399/ 


Aufgabe 72< 


V'3 + 4 t, r = 5, \/r = 2,236 

x^ = +2 + », dargestellt durch 2h (Figur 38). 

o-., := — 2 — I , dargestellt durch ^^g. 



Aufgabe 74. a) x^ 

h)x. 


5) Binomische Gleichungen. 

= + 1 , ^2 = — I 

= +1, a^2 = ~~ + _,V3, ^3 = -^ — "ä" 
c):r, =zi\/2 + lfV2', ar, = -i- V2"+yi V2" 


/ V3 


1 .r 


1 


a:« = 


d) x^ 


1, Ä-, — 0,80902 + 0.95106 #, x^=l^ 0,80902 + 0.58779 1 
a-, := 0,30902 — 0,95106 1, a?^ = — 0,80902 — 0,58779 / 


6) Darstellung von sin "9) und cos^'y durch sin>ir/) und cos/k/). 


Aufgabe 79. a) cos» (p = —' (cos 3 y + 3 cos y ) 

b) cos^ (f z=: ' (co84y + 4 cos 2 (^ +3) 

c) sin5f/> = — -•(sin5y + 5sin3y' + 10siny) 

JLO 

d) sin« (f = — • ( — cos 6(/ + 6 cos 4«) — 15 cos 2y. + 10) 

Aufgabe 80. a) co83400 = 0,44953, b) cos*400 = 0,344364, c) sin^SOO = 0.0047 

d) siuo 200 = 0,0016 


7) Darstellung von üviu(f und cos/u/^ durch siir'r/^ und cos'up. 

Aufgabe 85. a) sin 3 (^. = 3 • cos« (/ • sin </- — siu^if 

b) sin4f/ =r 4«cos3y.siii(^ — 4'Cosy;'Siu8f/ 

c) cosöf/ = cos^y — 10cos3(/^ sin'-c/^ + 5-cosr/ -sin-*«/ 

d) COS67 = cosOf/ — 15»cos*</ sin^f/ + 15»cos2(/ •sin-'^ — sin<></ 

Aufgabe 86. a) sin 3 7 — sin60'> = 0,86603. b) sin4f/ = sin80o = 0.98441 

c) cosör/ = C0S2750 = 0,08716, i^l^cos^q = cos3800 ^ 0,86603 


-ÖÄ??^ 


-V 


\ 


Formelyerzeichnis. 
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B. Formelverzeictinis. 


weim n irgend eine reelle, positive oder negative Zahl (einschliesslich 
Null) bedeutet. (Siehe Antwort auf Frage 5.) 


1) /4« = +l 

2) i4n4-i = +/ 

3) l*n + 2 = — 1 

4) l*'»-f3 = — I 

5) (+ V'-^) + (± V^^) = [(± Va) + (+ Vh)] • V^^ (Siehe Antwort auf Frage 6.) 

6) (+y'Zr^)^{+ ylTl) = [(+ y ^ - (± Vh)] • \/=l oder = (± y äq: v^F) • \/=^ 

7) V^^- V ^^ = — V «6 (Siehe Antwort auf Frage 8.) (8- ^i^^^- a^ Frage 7.) 

8) Va • "V/^^ = V — ab (Siehe Antwort auf Frage 9.) 

9) Va • V^^ = a» (Siehe Antwort auf Frage 10.) 

10) V^^* V^^ = — a (Siehe Antwort auf Frage 11.) 

11) ^Z-^ = l/Z (Siehe Antwort auf Frage 12.) 


12) ^ J* = I a/— (Siehe Antwort auf Frage 13a.) 
Vb y h 

= ' V ~ (Sie^e Antwort auf Frage 

— h y b 


V 
V 


18 b.) 


14) (r-iV" = r^n 

16) (r.i)4i»-fi~ |.>-4«-hi 

16) (r.i)*"-i-2 = — r4«-f 2 

17) (r-rV^^ = — »•>*^'*-t-3 

18) (r.0-4.=^iy" 

19) (r.i")-(4«-f 1) = — 


/• 4 /» -p 1 

4»+2 


20) (r.i)-(4«-i-2) = — (^ 

21) (,'.0-^^'* + ^) = H — tA- 


8 


wenn r den reellen Faktor der imaginären Zahl bedeutet 
und n eine positive ganze Zahl ist. 

(Siehe Antwort auf Frage 18.) 


22) (± a + &*) + (± « + i50 = (+ a + «) + (+ 6 + /J).t (S. Antwort auf Frage 26.) 

23) (±a + ftO — (+«-+- /»O = (± a + a) 4- (±^ + /*)•* (S.Antwort auf Frage 29.) 

24) (±a±h{)*(±tt+ßi)z=z{+a'a^b'ß)-\-{+ab + aß)>i (S.Antwort auf Frage 33.) 

' ) , ., ^ . , . , ^ > (S. Antwort auf Frage 34.) 

26) (a + &»)-^» =r a-^*— &./? / ^ e / 

27) (a 4- bi)-{a — fe ^ = «- + 2>* (S. Antwort auf Frage 35.) 


28) 


+ g + fe *' _ (+ tf'« + &-ig) + (+«■& + «'/?)' t 


±«±/'» 


«2 + iJ2 


(S. Antwort auf Frage 38.) 


29) (a + &0:a = 


a 
a 


bj_ 
a 


30) (a + 60:/J* = -^ + A 


(S. Antwort auf Frage 40.) 


31) 


1 _ a + bi 
a±bi "~ a2+62 


(S. Antwort aiif Frage 42.) 


oe%\ r I v-N '^'C'* — 1) o ro r W-(w — l)-(n — 2)-(m — 3) . ,. 

32) (a +fef>» = a« ^^-^5 — l.a« — 2.52»! i \^ / ^ L.öh — 4.54 — 


12 


+ (i^'^'*"~^'* + 


l-2-3*4 
— «•(n — l)-(n — 2) 


1*2*3 


O» — 3. J3-j- ...).» 


(Alle oberen Zeichen gelten für (a+6i>, alle unteren für (a~ &f>» (S. Antw. auf Fr. 48.) 


164 ^&8 Hechnen mit imaginären und komplexen Zahlen. 

33) (a + hi)-n= \ (Siehe Fonnel 32.) 
— (a jh f )»» 


34) 


V+i+Ti = ± [y±ZS^!±^ ± YzilMlV^Hi^] (S. Antw. anf Frage 51.) , 


35) (a-{-hi)'(a-\-ßi)'(y'^Si)'" = r'(co8f/ + a sine/) = rj-rj-rj- • • 

[cos (f/ 1 + y, + Va H ) + 1 • sin (y 1 + ff j + y 8 4 )] (S- Antwort anf Frage 67.) 

^^) ^^^- = 7" [<^8 ('^1 — Va) + * • si" (Vi — y «)J' 

wenn (a + ^*) = **i (cos^i + » sincpj) und (« -f- /5f) = r, (cos«^, + * s^^V«) iß*- 

(S. Antwort auf Frage 71.) 

o^\ 1 1, ... ,,,*^ / ..-N-xCS. Antwort 

^^) g.j,5^- = — -(cos^j — t sm^i), wenn (a + ftO = ^i-Ccosy, + 1 suKf^) ist. ;;^f y, 72.) 

88) (a -|- &*)** = ^* • (cos« y 4" i sinny), wenn (a 4- & 1) = r« (cosy + * siny) ist. 

(S. Antwort auf Frage 76.) 

89) (a + &0~«==-l-.(co8nv-»sinny.)od.-^[cos(-ny) + tsin(--«y)] ^^'j^^e'^TÖ.)*''^ 

40) (a — 61)» nr r»« . (cosnef* — t sin^^), wenn (a — 5 t) = r-(co8y — t siny) ist. 

(S. Antwort anf Frage 77.) 

41) Va + 5*= V^ • (cos — 4-*8in — j, wenn (a + 5i) = r-(cosy +isiny) ist. 

(S. Antwort anf Frage 80 und Formel 45 und 46.) 


42) 


(\/a-|-6*> oder V(a4-6t;«= V^ • l cos -^^ + 1 sin -^^ | (S. Antw. auf Frage 81.) 


n 


48) y -+- 1 = cos 1- » • sm 


n M 


>i>ix W r (2Ä:4-l).;r , . . (2fc + l).7r 

44) y— l=co8^^ ' J-»«sm^^ ■ — - — 


n « 


46) ^ +(a + fcO = ^r.[o08(^^) + .-..in(l±^)] 


(S. Antwort auf 
Frage 83.) 


(8. Antwort auf Frage 84.) 


A^^ ,/-T •. ,/- r (4A;+l).7i , . . (4Är+l).n1) 

47) y+a» = ya.|^cos^^ — -^ \-t'Bm^ — J^' J 

48) l/-«» = l/a.[co8 31 + ,.Bm ^^ JJ 

t r rt'Cn 1^ 

49) COS»« = -jr — - . I cos n^ + ««cos (n •— 2)y -] — -^-^ — ^«cos (n — 4)y 

ö* — * I 1 • 5b 

, »»•(« — l)(w — 2) , es t 1 V 2/1 dem w. 
+ TFl co8(n-6)v...+^ — S— J(8.Antw.: 

50) cos»^ = _ • I cosn<p4"**'COs(w — 2)y-| — ^ — ^«cos^i — 4)iy) 

. n-(n-lMn- 2) , ,, _^ n.(n -l).(n -2) ... (^) -, 

\ 2 J 

bei ungeradem >2. (S. Antwort auf Frage 90.) 


2 Frage 90.) 


Fonnelverzeichnis. 


165 


61) 8m»a> = 


2n-l.(-l)'2 L 




1-2 


n-(w — l)»(yi — 2) 
12. 8 


j ,,.(«-i).0,-2)...('-^:^)-j 

cos(n — 6)(/)H hv ^i — ^1 

2 


bei geradem n, (Siehe Antwort auf Frage 91.) 


62) äw*u) = 


1 r. . , 

m»»y =: ^-r- • I Binn^ — n*8m(n 

2».-i.(_.l)~2~ L 


-. , «'(ii— 1) . . .. 


«.(n — l)»(w — 2) . , flx- I I 

— i^ — Y^ ^.8m(n— 6)yH h 


1-2 


«.(w--l).(« —2) 


1.2.3 \ 2 ) 


bei ungeradem n. (S. Antwort auf Frage 91.) 

-Tox n.(» — 1) ^ . ^ , n.(n — !).(«— 2).(w — 3) 

58) coBfKp = coBM(/^^ y-g — - • cos« — i<p'Bm^<f -] ^ ^' cos» — 4 (y • 8m^q> 


12 

n.(n — l).(n — 2)-(n — 3).(n — 4)'(n~5) 

1'2'3.4.5.6 


1-2-3.4 


cos»» — 6y 'SinSy. H — (S. Antw. auf Fr. 92.) 


64) sm^ff =z n • cos" — i y • sin y- ^ — r"ö~ä ^^^" — 8 </ • sm» </• 


+ 


128 

n'(n — l). (n — 2). (n — 8).(n -- 4) 
12. 3. 4-5 


cos»» — *y -BinSc/ — . . . (S. Antw. auf Fr. 98.) 


/ 1 \w 111 

55) . = (1 + --) =1 + 1 + ^ + 1 + -+... 

56).=.(l + ±y=l + . + ^ + ^ + 3^i^ + 
^ \ »/ 1-2 12. 8 ^ 12. 3-4 


(S. Antw. auf Frage 94.) 


n 


58) ♦• = e 2 oder = 


TT 


(S. Antwort auf Frage 96.) 


1 JL 

59) i(a + 6t) = -5-./(a« + 62) + t.arctg— (S. Antwort auf Frage 97.) 

.(g(H-4)/y. _|_ g- (H-4)»f^.) .^ ] (g. Antwort auf Frage 98.) 

61)8in»>y=g^-[(e">>-.-"W)--n'G("-^)^y + 

. (g (»« - 4) / y _ g- (H - 4) » y ) ] (s. Antwort auf Frage 99.) 


-^^W^ 


